KARLSRUHER INSTITUT FUR TECHNOLOGIE INSTITUT FUR THEORIE DER
KONDENSIERTEN MATERIE

Ubungen zur Modernen Theoretischen Physik I  SS 15

PROF. DR. JORG SCHMALIAN Blatt 5
DR. ANDREAS POENICKE, PATRIK HLOBIL Abgabe: 19.05.2015, Besprechung: 20.05.2015

1. Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (3 Punkte, miindlich)

Leiten Sie die Cauchy-Schwarzschen Ungleichungen her, indem Sie die Norm von ||z — Ay ||? =
(x| = X (y])(Jz) — A|y)) > 0 nach X\ € C minimieren.

2. Hermite’sche Polynome (6 Punkte, miindlich)

In der Vorlesung wird die Herleitung der Eigenfunktionen des Harmonischen Oszillators

(_52+Wx )wn( ) = Enthn (), E”:hw<n+;>

2m

besprochen. Diese Eigenfunktionen stehen in engem Zusammenhang zu den Hermite’schen
Polynomen

Hp(z) = (- 0me ",  n>0

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie zunéchst, dass die Funktion e~+22t die erzeugende Funktion der
Hermite’schen Polynome ist, d.h.

—t2+2zt Z H (1)

[Hinweis: Verwenden Sie die Taylorentwicklung von e (=" um ¢t = 0.]

(b) (2 Punkte) Leiten Sie mit Hilfe von (1) die folgenden Rekursionsrelationen fiir H,, her:
0. Hp(z) =2nH,_1(2), n>1 (2)
und
Hpi1(2) =22z Hy(2) — 2nH,—1(2), n>1 (3)
Leiten Sie mit Hilfe von GlL.(2) und (3) die Differenzialgleichung
(02 — 220, + 2n] H, () =0 (4)

her.

[Hinweis: G1.(2) und (3) kann man beweisen, indem man Gl.(1) nach z bzw. nach ¢t
ableitet.]

(¢) (2 Punkte) Zeigen Sie die Orthogonalitit der Hermite’schen Polynome,

/OO dz e_z2Hn(z)Hm(z) =0, fiir n #m (5)

— 00

[Hinweis: Multiplizieren Sie dazu die linke Seite von Gl. (4) mit H,,(z)e~*" und inte-
grieren Sie iiber z. Subtrahieren Sie die entsprechende Gleichung, in der Sie m und n
vertauschen. |



3. Zweidimensionaler Harmonischer Oszillator (11 Punkte, schriftlich)

Wir betrachten den zweidimensionalen harmonischen Oszillator mit dem Hamiltonoperator

52 | 52 2

A p1 +p mw* , N

H= 12m 2 4 5 (237 + 3) (6)
wobei wie immer gilt [£;, £x] = [p;, Pr] = 0 und [&;, pr] = thd,  fur j, k =1,2.

(a) (1 Punkt) Leiten Sie, ausgehend von der Heisenberg’schen Unschérferelation, eine untere
Grenze fiir die Grundzustandsenergie des zweidimensionalen harmonischen Oszillators
her.

b) (2 Punkte) Aus den Orts- und Impulsoperatoren Z;, p; definieren wir uns sogenannte
j>Pj

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren al

j,dj via

! (7)

J,
[a;, ax] = [a}, af] =0
X (3)
H= N; + =
;6[ .7+2]

wobei Nj := d;r-[zj. Wodurch ist € gegeben?
(¢) (1 Punkt) Zeigen Sie die Identitéten

[Nwdk] = —a;0;k
[Nj,a)] =al o 9)
[N;, Nie] =0

(d) (2 Punkte) Wegen [Ny, No] = 0 kénnen wir fiir Ny und Ny gemeinsame Eigenzustinde
finden

Ny [n1,n2) = ny |1, na) (10)
NQ \nl,n2> =Tn2 \nl,n2>

Berechnen Sie die Wirkung von d},dg,di,dg auf den Zustand |n1,ns2) . Berechnen Sie
hierzu die Eigenwerte von N7 und N5 von den jeweiligen Zustéinden a [nq, na) , ao |n1, na),
(AIJ{ |n1, n2> 7&; |n1, n2>.

(e) (2 Punkte)Was sind nun die Eigenzusténde und Eigenenergien des zweidimensionalen
harmonischen Oszillators? Wieso muss gelten nq,ne € No ? (Hinweis: Sie kénnen ver-

wenden, dass wir in der Teilaufgabe (a) gezeigt haben, dass die Energie(eigenwerte) nach
unten beschrinkt sind.)

(f) (2 Punkte) Berechnen Sie die Energieentartung des zweidimensionalen harmonischen
Oszillators (also wie viele Eigenzustéinde dieselbe Eigenenergie besitzen).

(g) (1 Punkt) Was sind die Eigenzustéinde und Eigenenergien des d-dimensionalen harmo-
nischen Oszillators? Was ist die Grundzustandsenergie in diesem Fall?



