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1. Cauchy-Schwarzsche Ungleichung(3 Punkte, miindlich)
Wir betrachten die Norm

2 =My l* = ((2] = A" yl) (I2) = Aly)) = (olo) = A{aly) — X (ylz) + AN (yly) > 0

Wir minimieren nun die Norm, indem wir nach A ableiten

|z —Myll* _ ) I
AEZ2E —  Galy) + 4" (o) 20
sodass wir finden
\r o (zly)
(yly)
Komplex konjugieren fiihrt auf !
N
(yly)

Einsetzten von (3) und (4) in die Norm (1) fiihrt zu

(wlx) = Alzly) = A" (ylz) + AN (yly) = 0

(yly) (yly) (yly)* v =
() — [(z]y)|” -0
(yly) —

(z]z) (yly) > [{zly)|?

womit die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung bewiesen ist.

I'Wir kénnten alternativ auch ||z — Ay ||2 nach A* minimieren.
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2. Hermite’sche Polynome (6 Punkte, miindlich)
Die Hermite’schen Polynome sind gegeben durch
Hy(2) = (—1)"e* 9re™

(a) Zunichst zeigen wir, dass die Funktion e~* 2% die erzeugende Funktion der Hermi-
te’schen Polynome ist, d.h.

F(z,t) = ettt Z n—n'Hn(z) (5)
=0

Dafiir nutzen wir den Hinweis auf dem Aufgabenblatt aus,

e tn
42 22 42 2 2 2 (a2
e t“422t e? ~F t422t e? e (z—t) e? § 'atne (z—t)
! =0

(b) Wieder nutzen wir den Hinweis, um die Rekursionsrelationen fiir H,, herzuleiten:

o n oo tn—i—l
oo tn+1 ot t’rLJrl

Hier wurde ausgenutzt, dass 0,Hy = 0 ist. Ein Koeffizientenvergleich liefert die erste
Rekursionsgleichung

0,H,(z) =2nH,_1(2). (6)
Wenn wir F' nach t ableiten, so erhalten wir

O F = (=2t + 2z)e_t2+22t

0 2tn+1 0 2pt™ e ntn—l
== T Ha()+ ) T Hu(x) = )~ Ha(2)
n=0 n=0 n=0
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-y ——_H,_ ~ _H,(?)—-~——~—H, =0
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Hierbei sind H_; und H_» nicht definiert. Wir setzen diese daher formhalber gleich null.
Ein Koeffizientenvergleich sogleich

—2nH,_1(2) + 22H,(2) — Hpp1(2) =0
und damit
H,1(2) =22H,(2) — 2nH,_1(2) (7

Mit Hilfe der beiden Rekursionsgleichung lisst sich die Differentialgleichung fiir die Her-
mite’schen Polynome herleiten

0?H,, =2n0,H, 1 = 4n(n — 1)H,
—220,H,, = —4nzH, _1
Mit (7) erhalten wir dann
dn(n = 1)Hp—o — 4nzH,_1 + 2nH, = [07 — 220, + 2n] H,(z)
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(¢) Multiplizieren wir die DGL (8) von links mit e~*" H,, und integricren iiber z, so ergibt
sich
oo

/ dzeszHm (83 — ZZﬁz)Hn = 72n/ dz eszHm(z)Hn(z)

— 00 —0o0

Die partielle Integration der linken Seite liefert

/ dze ™ H,y (02 — 220.)H, = e Hp 0, H,

— 00

- / dz (azezsz> a.H,
— 00 —00

+/ dze™* H,, (- 220.)H,

= 7/, de=*" (0-Hpn) (0-Hn)

Damit

_/oo de=*" (0.H,,) (0. H,) = —2n /oo dz e Hyp(2)Hp(2)

—00 —00

vertauschen wir m und n, so haben wir

- [ e @t O.t) =2 [ e () ()

— 00

Subtrahieren wir beide Gleichungen, so ergibt sich
(2n — Qm)/ dz 6722Hm(Z)Hn(Z) =0
Damit muss fiir m # n gelten

/_o; dz e~ Hyp () Ho () = 0

3. Zweidimensionaler Harmonischer Oszillator (11 Punkte, schriftlich)

(a) Da das HO Potential symmetrisch um 0 ist, sollte die Grundzustand ebenfalls symme-
trisch (oder antisymmetrisch) sein und damit (&;) = (p;) = 0 gelten. Somit gilt fiir
j=1,2

((A2;)%) = (&) = (25)* = (2F) ((Ap;)*) =(p5) — (p;)* =(0;) (9)
Wir nutzen nun die Heisenberg’sche Unschérferelation

(A (a2 > LER2IE 2 (10)

Kombinieren von (9) und (10) fiihrt zu

(11)

pe ity = LI e ay o)
Rl 1 1 mw? ,, o
> oy + |+ T (et + () (12)



Wir minimieren nun den Ausdruck 2

R 1 mw? hw
Iy P S S
8m (273 ) 2 (#7) 2 2 (15)
Damit gilt nun
- R 1 mw? 2 hw
E=(H :E — 72 >E — = 1
o j_l{smw%* 2 <x3>]—j_12 " 1o

(b) Durch die Vertauschungsrelationen [z, Zx] = [p;, Px] = 0 und [&;, px] = ihd; , fir j, k =
1,2 gilt automatisch fiir die Erzeuger und Vernichter

flj = Oé{fj + ’Lﬂﬁ]
b (17)
a; = axj —ifp;
dass
laj,ax) = [a],af] = 0 (18)

Betrachten wir nun
[a;,a}) = [aij +iBp;, aiy — iBpr) = o[&, &x] + iaBp;, ix] — iaBli;, pr] + B2[D;, Dr]
= 2haBd;p = 6,4 (19)
sodass

1

5= Sha

Durch das Invertieren von (17) bekommen wir

.
i e
ot (21)
LG5 — G5 (20 hia(y_ur)
iz = 7w Y
Setze dies in den Hamiltonoperator ein:
2 142 2 2 22 2
N D5 mw —h mw
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;_Zer 2 %] 121[ 2m (a5 = a;)" + 8a? (@5 +4;)
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mw hea mw hea
_ oA st .. o
=2 | oz = g @t T 8500 + (g +5,7)C 454 +ajaj)]
j=1t
(85,01 +4]4;
2T 2 2 2 2 2 2
mw ha mw h a
_ P ATaf At
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j=1L
2.7 2 2 2 2 2 2
mw h o mw h o - ! - 1
_ PP Py ) - 4z
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(22)
2indem wir die Ableitung nach (:i? ) gleich 0 setzen:
d o1 mw?, 5,1 R 1 mw? | oy I
Tl 5 T By )
und (i‘?) = ﬁ nun wieder einsetzen:
2 2 2 2
h 1 mw <j?>>i2mw+mw h :@ (14)
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Im Vergleich sehen wir, dass gelten muss

mw?  h%2a? mw mw?  a?h?
_ =0 2= = 2 = hw 23
8a  2m YT 7 (5az * 3m) (23)
sodass
2
H=) hw[N;+ 1] (24)
L~ 2
Jj=1 ¢
(¢) Wir berechnen
o [Nj,ar] = lalay,ax) = al [aj,ae)+  [al,au] a5 = —0;kd;
——
=0 =—[ax,al]==5;
o [N af] = ([ar, Nj])t = (=[Nj, ax])t = (6;0))" = 6 xar]
e Fiir j =k gilt
[N;, N;] =0 (25)
und fiir j # k auch
[vaﬁj] =0 (26)

da die aq, dJ{ mit den as, dz vertauschen.

(d) Betrachte die Wirkung von a; auf den Zustand |nq,ng). Hier gilt:

Nyéj [ni,na) = ([Ni, az] +a;Nx) [n1, na) = aj(Nk — 6;.5) [n1,m2) = a;(ne — 6j,x) Ina, na)
——
—0;,k0;

= (nk = 0j,1)a; [n1,m2) (27)

Offensichtlich ist also é; |11, n2) ein Eigenzustand zu Ny mit Eigenwert (ng —4; 5 ). Damit
gilt also

d1 \nl,n2> =C1 |n1 — 1,n2> (28>

s |ni,n2) = cany,ne — 1) (29)

Die Absteigeoperatoren ai,as reduzieren also ihre jeweilige Quantenzahl um 1. Wir
wollen nun noch ¢; und ¢y bestimmen. Dies konnen wir machen {iber

a1 [na,na) [ = || 1 [ny — 1, ma) |

(n1,no | alar | ni,na) = ler]” (ng — 1,malng — 1,ny)

(n1,n2 | Ny | na,n2) = |ei]”
2
n1 (n1,nalng, na) = lei]
ny = |e1)? — 1=+ (30)
und analog finden wir ¢y = /ng, sodass
ayni,m2) = y/nilny — 1,n2) (31)
s [ni,n2) = /N In1,ne — 1) (32)

Auf dieselbe Weise finden wir

al [n1,na) = Vg + 1 |ng + 1,n) (33)
al In1,na) = Vng + 1 |ng,mo + 1) (34)



(e) Die gemeinsamen Eigenzusténde |ni,ng) von N1 und N; sind gerade auch die Eigen-
zustdnde von H

2 2
ff\nl,n2>:2hw[N +1/2] |n1,na) Zhw n; +1/2]|n1, na) (35)
j=1 j=1
Enl,nQ
sodass die Eigenenergien gegeben sind durch
2
Enyny = Y hwln +1/2] = hw[ng + ng + 1] (36)
j=1

Wir hatten gezeigt, dass die Eigenenergien nach unten beschrénkt sind
E > hw (37)

sodass es einen Zustand mit minimalem n; > 0 und ny > 0 geben muss. Dies impliziert,
dass n1,no € Ny liegen muss, weil wir dann durch mehrmaliges Anwenden des Vernichters

d?ﬁ'l In1,n2) = y/nial* |n1 —1,ng) = ... = v/nila [0,n2) = /ny!-0=0 (38)

immer nur maximal bis zum Vakuumzustand |ny = 0,n9) fiir Ny (natiirlich genauso fiir
N3) kommen und damit die Energie nach unten korrekt beschriinkt bleibt.

(f) Die Energieeigenwerte des zweidimensionalen harmonischen Oszillators sind
Eniny = hw[nl + ng + 1] (39)
Der Zustand mit der niedrigsten Energie
Eoo = hw (40)

ist offensichtlich nicht entartet.
Es gibt zwei Zustdnde mit der zweitniedrigsten Energie

Ei0=FEo1 =2hw (41)
und bereits drei Zustidnde mit der drittniedrigsten Energie
Eyo=FEi11=FEps=3w (42)
Die Energie
E=n-hw (43)

ist demnach gerade n-fach entartet. Dies kann
man am einfachsten graphisch sehen, wenn man
auf der x-Achse n; und auf der y-Achse ny auf-
trigt. Offensichtlich muss im Vergleich von (39)
mit (43) gerade n = ny+mnz+1 sein. Dies sind ge-
rade die eingezeichneten Diagonalen im rechten
Bild. Alternativ kann man die Entartung auch
iiber die folgende Summe bestimmen:

o > n—1
Z Z (5n,n1+n2+1 = Z 1=n (44) 0 1 2 ) 3 . s

n1=0ns=0 n1=0

n2

(g) Der d-dimensionale harmonische Oszillator wird beschrieben durch

2

4P mw .
H 2@#—2ﬂ=ZMW+W] (45)




Die Eigenzusténde sind wieder die gemeinsamen Eigenzustidnde der Besetzungszahlope-
ratoren Nq,..., Ng:

Nj|ng,...,ng) =nj|na, ..., na) (46)

mit den zugehorigen Eigenenergien

d d
Hiny,...,na) = ho[N;+1/2] |n1,...ona) =Y hwlnj +1/2] [n1,...,na)  (47)

j=1 j=1

Die Grundzustandsenergie des d-dimensionalen harmonischen Oszillators ist damit

d
Eo,.0=) hw/2=d-hw/2 (48)

j=1



