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1. Harmonischer Oszillator (8 Punkte, miindlich)

(a) (2 Punkte) Um die Matrixelemente in der Basis der Eigenzustéinde des harmonischen
Ostzillators zu berechnen stellt man alle Operatoren am besten durch die Auf- und Ab-
steiger ' und @ dar. So sind

&= 2:Lw(a+af) ﬁ:—\/msw(a—(ﬂ). (1)

Werden Auf- und Absteiger auf einen Zustand |m) angewendet, so gilt
a'lm)=vVm+1im+1),  alm)=vmm-1). (2)

Zur Berechnung der Matrixelemente muss man nun nur noch verwenden, dass die Ei-
genzustinde {|n);n=0,1,2,...} ein Orthonormalsystem bilden, also gilt

(nlm) = 65, m. (3)
Somit ergibt sich
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(b) (1 Punkt) Die Erwartungswerte von 1" = % und V = %’”2 fiir einen Eigenzustand |n)
sind entsprechend Aufgabenteil a)

. h . h
(n|T|n) = Tw(%z +1) und (n|T|n)= IM(QTL +1) (13)
und damit fiir alle Eigenzusténde gleich.
(¢) (3 Punkte) Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei der Zustand |p(t)) gegeben durch
1
V2

wobei |0) der Grundzustand und |1) der erste angeregte Zustand ist.
Die Zustéinde |0) und [1) sind Eigenzustéinde des Hamilton-Operators H = hw(a'a + 3)

[(0)) = —=(10) +[1)) (14)

d.h. sie erfiillen die Eigenwertgleichung H |;) = E; [1);), explizit

N hw N 3hw
H|O):?|O) und H|1):7|1). (15)

Eigenzusténde [|¢);) haben entsprechend der Schrédingergleichung iAoy |v;) = H |i;) =
E; [¢;) die Zeitentwicklung |1;(t)) = exp(—iE;t/h) [1;(0)). Das System ist zum Zeitpunkt
t = 0 allerdings in der Superposition

L
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mit [o(0)) = [0) und [11(0)) = |1) initialisiert. Die Superposition [¢(0)) ist kein Ei-
genzustand, die Zeitentwicklung ist durch die Superposition der beiden zeitabhéngigen
Eigenzusténde [t 1(t)) gegeben. Es ergibt sich also

[4(0)) = —=(Iv0(0)) + [¢1(0))) (16)

() = (o () + 1 (1)
_ %(e%wt/Q |0> n efiBwt/Q |1>)

Mit der zeitabhéngigen Wellenfunktion lassen sich nun die gewiinschten zeitabhidngigen
Erwartungswerte berechnen

(17)

(w(n)at () = §(<0|aT 0) + (0faf [1) e + (1]af[0) ™" + (1]t 1))

OV OVER VT - vER) (8

und
(W)l alp(t)) = ()]’ ()" = %e_m (19)

damit

(WO 0(0) = \[ 5o Ol aral [i(0) =\ 51— o = [ cos(wt) (20)




analog
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(d) (2 Punkte) Die Matrixelemente einiger Operatoren zwischen Eigenzustéinden |n) und |m)
wurden schon in Aufgabenteil a) berechnet. In dieser Basis lassen sich die Operatoren
damit direkt als Matrizen mit den Elementen A;; = (i|A]j) darstellen. Explizit sind die
Auf- und Absteiger in dieser Darstellung
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Orts- und Impulsoperator (letzterer der Vollsténdigkeit halber)
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0 0 w3 0
sind hermitische Operatoren, entsprechend sind auch die Matrizen hermitisch, d.h. es

Der Hamiltonoperator

100 0

oo 3000

a="“10 0 5 0 (25)
210 0 0 7

ist nicht nur hermitisch, in der Basis der Eigenzustédnde ist er natiirlich diagonal, mit
den Eigenwerten als Diagonalelementen. Er 148t sich auch iiber das Matrixprodukt von
a und a' berechnen:

(¥ )= ol ) = G 3 ' o (20

bedeutet fiir die Matrixelemente

Nnm = Zann’aiﬂm' (27)
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2. Kohiérente Zustinde (12 Punkte, schriftlich)

(a) Wir driicken zuniichst den Orts- und Impulsoperator durch die Auf- und Absteigeope-
ratoren aus




(29)

]

Der Translationsoperator ist damit gerade

T, = emibalh _ R ofa-at] _ ea[aT-a]
mit & = /5> a. Wir nutzen nun die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel (siche Blatt 3)

XY = XV o (X2 , fiir [X,V],X]=[[X,Y],Y]=0 (30)

Da gilt [[a,a'],a] = [[a,a'],a'] = 0 kénnen wir die BCH-Formel anwenden und bekom-

men
_ a[ T—a] 6aafefdde—|:aa]\7—d&]/2 _ poal efaaedz[af,a]/z = o264 ~Ga
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wobei wir verwendet haben dass a € R
Wir wirken nun mit 7, auf den Grundzustand |0) und nutzen a |0)
e1al2e-aa" (1 _ G+
(32)
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Nun gilt

(ah™o) = (ah)**ato) =

lalr2 Z \/—|n = lalr Z ar |n
H/_,

sodass
7.10) =
(c) Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Teilchen im Zustand |«) den Eigenzustand |n) (und damit
die Energie E,, = hw(n + 1/2) zu messen), ist gegeben durch
2
o=l = | § gy <ot S D
o (n) =|{n]a)|” = e (njm}| =|e — _
| m=0 Rf—/ \/m n!
6"1 m
= |af*.

Dies ist offensichtlich eine Poissonverteilung mit der Varianz o

(d) Berechne die Wirkung von a auf |a)
i olaP 2
n -l
o Z 1y (n 1)'
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sz 9T
=
(36)

~n+l
Y n)=a
! n=0 Vn!

ala) =

= ala)
Damit ist |a) ein Eigenzustand von ¢ mit dem Eigenwert &. Der Zustand |a) ist zudem

normiert, da
o -
[} |* = (ala) = ( 2y (n|
n=0 n! m=0
[ee] ~man (o] ~12

_ o lal? » 2L (nfm) = 18" 3 (al)" _ 1 (37)
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(e) Wir betrachten zunéchst (36) und sein komplex konjungiertes
ila) = éla)
(alaf = é(af
Hiermit kénnen wir nun berechnen

(3)=(a]d|a) @ %’Zw<a|a+a*|a>=\/%[(al@gﬂamwa)

@la) &(a]

:\/%Qd(am):\/%&:a (39)
(5) = (alpla) @/ imeleladllo) (40)

Wir haben also wirklich unseren Zustand um « im Ort verschoben. Wir bestimmen

zudem
h h
(#)?=—(a|(@a+a")?|a)= —(a|a?+ (a")*+ala+aa’ | a)
2mw 2mw
h h
=——(ala®+(a")?+2ata+1|a)= —[a® + & +2a% +1]
2mw 2mw
et (41)
2mw
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(D) :—T<a|(a—a) Ia)=—T( |a”+(a")"-a'a-aa' | a)
h h h
:%(M—&2—(dT)2+2de+1|a):%—d2—d2+2d2+1]:% (42)

sodass ((AZ)?) = (2%) - ()2 = ﬁ und ((Ap)?) = (p?) - (p)? = hmT‘“ gilt sowie das
Unschérfeprodukt
h2

((A2)*)((Ap)°) = 7 (43)

Die Unschérfe ist also minimal fiir einen kohérenten Zustand (weil es im Ortsraum gerade
eine um z = « zentrierte Gaussfunktion ist).

(f) Die Zeitentwicklung des Eigenzustand |n) des Hamiltonoperators kann bestimmt werden
iiber die zeitabhéngige Schrodingergleichung
ihdyn,t)=Hn,ty -  Eyln)=Hln) +/ (44)

mit dem Separationsansatz |n,t) = e *Fnt/M |n) = ¢t *1/2) |} Damit folgt also fiir die
zeitliche Entwicklung des kohiirenten Zustand |«a), dass

(B4 _jappe — a” P2 = @ ii(ne1/2)
a,t) ="e —n,t)=e —e n
) Pyl R Vv )
oo ~ —itwt\n
—iwt/26—|d\2/2 (Ge ) n
NI
= e W a(t)) (45)

—iwt/2 |ae—iwt>

=€ =€

mit a(t) = ce™™t,

Wir wenden nun noch a auf den Zustand |«, ¢) an und finden sofort

dlot) = e Paja(1)) = a0 la(t)) = at)]a, ) (46)

wobei &(t) = @e"™!. Ein kohirenter Zustand bleibt also zu jedem Zeitpunkt ¢ ein Eigen-
zustand zu @ und damit koh&rent.



(g) Betrachte zunéchst Gleichung (46) und die komplex konjugierte Gleichung

ala,t) = a(t)|a,t)

47
(o, t]a’ = a*(t) (a,t] (47)

Wir bestimmen nun

(2(t)) = (a,t| 2] a,t) =\/%(a,t la+al|o,t) = \/ﬁ[&(t)w*(t)]
=1/ %&[e‘m +e'] = acos(wt) (48)

. ~ . @s) [hmw (o tla-a'|a,t)  [hmwa(t) - a*(t)
(p(t)) =(est[plat) ="/ — ; =\ ;
- /h”;‘*’ae_w i—e“*’ = —mwasin(wt) = mdy(2(t)) (49)

Offensichtlich erfiillen die kohérenten Zusténde die klassischen Bewegungsgleichungen
des harmonischen Oszillators.

und

F+wlr=0
. (50)
p=mi



