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1. (7 Punkte, miindlich) Eindimensionale §-Barriere

(a) (3 Punkte) Zuerst leiten wir die Stetigkeitsbedingungen fiir die Wellenfunktion und deren
Ableitung her. Dafiir integrieren wir die Schréodinger-Gleichung
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Der erste Term ergibt
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der Term auf der rechten Seite verschwindet fiir endliches v (x)

lim [ By(a)dz = lim 2¢59(0) = 0. (4)
Der Term mit dem Potential hingegen ergibt

tin [ V@)p(@)de= 1o lim [ 8()e()d = Ve (0). (5)

Wir erhalten somit als Stetigkeitsbedingung fiir die Ableitung

i 0/(2) - lim /(=€) = 72 (0). (6)
Weiterhin muss die Stetigkeit der Wellenfunktion gegeben sein,

lim () = im ().

(b) (3 Punkte) Betrachten wir nun die Lésungen der Schrodingergleichung fiir die Bereiche
x>0und z<0

(7)

Cetke z > 0.

Die Stetigkeit der Wellenfunktion bei = = 0 fordert
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A+B=C (8)

die Ableitung der Wellenfunktion hat hingegen eine Sprung und fiithrt zu

. . 2mVy
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Die Losung dieser Gleichungen (zur Vereinfachung nehmen wir A =1 an) ist
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k+i520 k2 + 0




Der Transmissionskoeffizient ist damit
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Das Problem hat also offensichtlich eine charakteristische Energie

1 mVg
F,=-—-0 12
oe i (12)
Aus
ime (2 (mly?
R=|BP=|C-1P = | — | = —"T (13)
k+1i R k2+(77’lz‘2/0)
folgt R+T =1.
(¢) (1 Punkte)

0.8

0.6

T

04

02

0 T T T T ]
0 2 4 E 6 8 10
Eo
Abbildung 1: Transmissionskoeffizient als Funktion der Energie
2. (7 Punkte, schriftlich)
(a) (3 Punkte) Die Wellenfunktion in den einzelnen Teilbereichen ist gegeben durch
AetkT 4 Bemthe <0

P(x) ={Ce*® 4+ De”™® <z <a (14)

Fethe® a<x.

omE [2m (E - Vi)
k= ? und ]C172 = T (15)

Wenden wir nun die Stetigkeitsbedingungen fiir die Wellenfunktion und ihre erste Ab-
leitung bei =0 and = = a an, konnen wir den Transmissionskoeffizient

mit

womit k > ki > ko.
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berechnen.
Die Stetigkeitsbedingungen geben die vier Gleichungen
k
A+B=C+D A—B:?l(C—D) (17)
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Analog zur Vorlesung losen wir (18) nach C' und D auf

F ko

C = geikza(l"' E)e_ikla (19)
Fi a k ik1a
D= el (1_17j)a+ Faa (20)

subtrahieren die beiden Gleichungen (17) und setzen C' und D ein

2A:(1+%)C+(1_%)D 2y
- kijﬁeikza[h(k + ko) cos(kra) — i(kT + kkz) sin(kya)]. (22)

Damit erhalten fiir den Transmissionskoeflizienten
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Setzen wir k1 = k2 erhalten wir das bekannte Ergebnis fiir eine einzelne Stufe.
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(3 Punkte) In der Vorlesung wurde der Transmissionskoeffizient T fiir eine einzelne Stufe
hergeleitet
4k;k
Ti=—— (24)
Die Ungleichung 75 <13 folgt damit direkt aus k > k1 > k. Das Ergebnis ist physikalisch
einleuchtend, ein hoheres Potential fithrt bei fester Energie des Teilchens zu kleinerer
Transmission.

Die zweite Ungleichung ist subtiler. Man erhilt sie indem man schreibt

_ 4kk? ko (25)
k2 (k + kg)® - A2
und bemerkt, dass gilt
A? = (K} - k3)(K* - k2) sin®(k1a) > 0. (26)
Damit erhélt man ) )
4kki ko S 4kkiko T (27)

T2kt k)2 = A2 T K2 (K + ka)?

Urspriinglich hat man vielleicht erwartet, dass das Hinzufiigen einer kleinen Stufe vor
der Hoheren den Transmissionskoeffizient senken wiirde. Es ist jedoch das Gegenteil der
Fall. Fiir einfallende Wellen ist es sehr ungiinstig auf eine starke Steigung des Potentials
zu treffen. Eine geringere Steigung, verteilt auf zwei Stufen erhéht den Transmissions-
koeffizienten.

(1 Punkte) Gilt in diesem Fall die Relation T' = T} T5?

Nein, offensichtlich gilt dies nicht. Es gibt einen Interferenz-Term in T' (der sin®(kia)-
Term) der zu stehenden Wellen in der ersten Stufe des Potentials fithrt. Dieser Effekt
existiert nicht im Fall zweier einzelnen Stufen.



3. (6 Punkte, schriftlich) Gamov-Faktor

(a) Im Limes Ka > 1 nihern wir einmal sinh(Ka)? = (%)2 ~ e?Ke /4. Zudem ist dann

wegen Vo > F
V2 E? E E 1
0 = >—>- (28)
1E(Vo-B)  AE(Vo-B) 4(Vo-B) 4V 4
sodass msmh([(@)2 ~ m 2Ka > 1. Damit folgt
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Der Term im Logarithmus kann wegen V;, > E abgeschétzt werden zu
16E(V,-FE) 16EVy; 16FE
) 9 - <16 (30)
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und ist damit nur eine Zahl von Ordnung 1, welcher im Logarithmus sehr klein wird (au-
Ber an den klassischen Umkehrpunkten FE =V bei denen jedoch unsere Approximation
nicht anwendbar war, da hier K = 0).

(b) Wie in der Abbildung unten zu sehen, approximieren wir das Potential V(z) durch N
Rechtecke mit der Breite Az = *:57= und entsprechender Hohe V; = V/(2;). Die Tunnel-
wahrscheinlichkeit durch das Rechteck bei x; = z, + 4 - Az wird nach (29) beschrieben
durch

(31)

T; = exp(—QKiA:c + 1n[16E(Vz_E)])

V2

wobei K; =/ W Die Gesamttunnelwahrscheinlichkeit durch das gesamte Potenti-
al ist dann gegeben als das Produkt aller Tunnelwahrscheinlichkeiten durch die einzelnen

Rechtecke
N
T= H T, (32)
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(¢) Unter Vernachlissigung des log-Terms und im Kontinuumslimit N — oo (Az — 0) gilt
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(d) Um den Gamov-Faktor zu berechnen, miissen wir zunéchst die klassischen Umkehr-
punkte E = V(r) des Potentials bestimmen. Wie in der unteren Abbildung zu sehen,
gilt natiirlich, dass der linke Umkehrpunkt einfach durch Ry gegeben ist und der rechte
Umkehrpunkt durch
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Der Gamov-Faktor ist dann einfach
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