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1. Halbunendliches Potential (4 Punkte, mündlich)

Betrachte das halbunendliche Potential in einer Dimension

V (x) =
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⎪⎪⎪
⎨
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⎩

∞ x < 0
−V0 0 ≤ x ≤ a

0 a < x
(1)

(a) (3 Punkte) Bestimme die notwendigen Bedingungen für das Auftreten von gebundenen
Zuständen in diesem Potential. Wie viele gebundene Zustände gibt es für V0 > 0?

(b) (1 Punkt) Welcher Grundzustand besitzt eine niedrigere Energie, der für einen endlichen
Potentialtopf mit V (x) = −V0θ(a − ∣x∣) oder der für ein halbunendliches Potential?

2. Eigenschaften des Drehimpulsoperators (6 Punkte, schriftlich)

Der Vektoroperator Ĵ mit Ĵx, Ĵy und Ĵz definiert einen Drehimpulsoperator definiert, wenn
die folgenden Vertauschungsrelation erfüllt sind:

[Ĵx, Ĵy] = ih̵Ĵz, [Ĵy, Ĵz] = ih̵Ĵx, und [Ĵz, Ĵx] = ih̵Ĵy (2)

Neben den einzelnen Komponenten des Drehimpulsoperators Ĵx/y/z werden häufig auch die
folgenden Operatoren benötigt:

Ĵ2
= Ĵ2

x + Ĵ
2
y + Ĵ

2
z , Ĵ+ = Ĵx + iĴy, und Ĵ− = Ĵx − iĴy. (3)

Verwenden Sie die genannten Relationen bzw. Definitionen um die nachfolgenden Zusam-
menhänge zu zeigen:

(a) (2 Punkte)

[Ĵz, Ĵ+] = h̵Ĵ+, [Ĵz, Ĵ−] = −h̵Ĵ− und [Ĵ+, Ĵ−] = 2h̵Ĵz. (4)

(b) (2 Punkte)

[Ĵ2, Ĵz] = [Ĵ2, Ĵ+] = [Ĵ2, Ĵ−] = 0. (5)

(c) (2 Punkte)
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z − h̵Ĵz (6)

Ĵ2
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3. Bahndrehimpuls (6 Punkte, schriftlich)

Der Bahndrehimpuls-Operator ist durch L̂ = (L̂x, L̂y, L̂z) = R̂ × P̂ gegeben.

In Kugelkoordinaten

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ mit r = ∣r∣ =
√

x2 + y2 + z2

ist der Gradient gegeben durch

∇r,θ,φ = êr
∂

∂r
+ êθ
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∂
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r sin θ

∂

∂φ
, (7)

mit

êr = sin θ cosφ êx + sin θ sinφ êy + cos θ êz

êθ = cos θ cosφ êx + cos θ sinφ êy − sin θ êz (8)

êφ = − sinφ êx + cosφ êy.

(a) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass der Drehimpulsoperator in Kugelkoordinaten die Form hat:
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(b) (2 Punkte) Der Zustand eines Teilchens sei nun durch die Wellenfunktion

ψ(r) = (x + y + 2z)Ne−r
2
/α2

(10)

mit N,α ∈ R beschrieben. Es gilt

L̂2
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Zeigen Sie, dass ψ(r) eine Eigenfunktion von L̂2 ist, also

L̂2ψ(r) = l(l + 1)h̵2ψ(r), (12)

und bestimmen Sie den Wert von l.

(c) (2 Punkte) Drücken Sie nun die Wellenfunktion (10) durch eine Superposition geeigneter
Kugelflächenfunktionen aus. Welche Werte können für die z-Komponente L̂z des Bahn-
drehimpuls gemessen werden. Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden diese gemessen?

4. Bahndrehimpulserwartungswerte (3 Punkte, mündlich)

(a) (2 Punkte) Betrachte ein Teilchen mit Bahndrehimpuls (z-Komponente h̵m und Qua-
dratamplitude h̵2l (l + 1)). Zeige, dass in diesem Zustand gilt

⟨L̂x⟩ = ⟨L̂y⟩ = 0. (13)

und

⟨L̂2
x⟩ = ⟨L̂2

y⟩ =
h̵2l (l + 1) −m2h̵2

2
. (14)

(b) (1 Punkt) Was ist der Erwartungswert des Operators

L̂xL̂y + L̂yL̂x (15)

im Zustand, der beschrieben wird durch Ylm (θ,ϕ)?
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