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1. Halbunendliches Potential (4 Punkte, miindlich)

(a)

Diesen Potential ist fiir > 0 identisch zum endlichen Potentialtopf, welches in der
Vorlesung diskutiert wurde. Wegen des unendlichen Potentials fiir < 0 sind nur die un-
geraden Losungen des endlichen Potentialtopfes erlaubt (weil sonst ¢(0) # 0 wire). Das
Auftreten von gebundenen Zusténden ist dann durch die Bedingung (siehe Vorlesung)

n=-§cot§ (1)
gegeben mit 7 = ai\ﬂmf(l\/o—E) und £ = & imE > 0. Mit der Definition von
Vo
s (2)
2ma?

koénnen wir schreiben 1 = 1/42 — £2 und finden

V72— €2 == cot&. (3)

Nun ist die linke Seite immer grofer als 0 und nur definiert fiir £ < -y, die rechte Seite
jedoch ist nur grofler als 0 fiir £ > 7/2, sodass wir die Bedingung bekommen:

m[2<E<y (4)

und somit muss fiir die Existenz eines
gebundenen Zustands gelten

m2h i
VO > . (5) 1o
8ma? AN
Wie man einfach aus der Skizze rechts 5 \7 . 5 0 €
sieht, ergibt sich jedes Mal ein neue st
mogliche Losung fiir (3), wenn v ge- -0}
rade ein halbzahliges Vielfaches von 7 -1t

ist, also v = (n + 1/2)7 hat genau n
gebundene Zustinde.

Der Grundzustand eines halbunendlichen Potentials ist identisch zu dem ersten ange-
regten Zustand des endlichen Potentialtopfs (mit Breite 2a wie in der Aufgabenstellung
definiert). Dies kommt daher, dass nur die ungeraden Losungen erlaubt waren und somit
hat der Grundzustand des endlichen Potentialtopfs eine niedrigere Grundzustandsener-

gie.



2. Eigenschaften des Drehimpulsoperators (6 Punkte, schriftlich)

Wir benutzen die gegebenen Identititen und beweisen somit

(a)

(o] = o o] + i 2y Jy ] = idy + Ty = R, (6)

AZ7 l]:[Aza Ax]_l[ A27 Ay =ih Ay_ja::_hj— (7)

[ A+7 A—] = [ Aﬂi? Afv] +’[ Ay’ T, _i[ vajy] - [jy’ju] = 2hJ. (8)

(b) S
[J2,J.]=[3%,J.] = [I% J-]=0 (9)
32,0 = [0 0+ [, 0] = Jo [, )+ [ ey 3] o+ dy [y, 3]+ [y, J2] = 0
Yy
————— — — —————— ——
—ihJ, —ihJ, ihJy, ihJ,

Analog zeigt man, dass [32, jT] = [32, jy] =0.
Aus der Linearitit des Kommutators folgt damit direkt [32, J;] = [jz, Jy + zjy] =0.

()

j+j,:j§+jy2+hJZ:jg—j§+hjz (10)
JoJo =T+ J2—hJ, =3 - J-hJ, (11)
~ 1, . & A A A
J2 = 5(J+J,+J,J+)+JZ2 (12)

o= (Fe i) (Fomidy) = B2 4 i de = Judy) + 02 = 24 2 i Jes J,] = J2 4 2 + b,

(13)
[y = (Jo—idy)(Jo +idy) = T2 +i(Jody = Jydo) + T} = J2+ T} +i[ o, Jy ] = T2+ T2 = b,
(14)
Durch Addition der beiden Terme (13) und (14) erhélt man direkt
Jedo+ J_Jy =202 + 202 =257 - 2J2. (15)



3. Bahndrehimpuls (7 Punkte, schriftlich)

(a) Wir zeigen nun, dass der Drehimpulsoperator in Kugelkoordinaten die Form hat:

. h

B . d cos¢g 0O
L= ;(—51n¢% -

tan@@?ﬁ

smqbg) and I _h o

. h 0
) Lv=5 o055 tampag) ™ Le=Ta 0O

Es gilt
6, x8p=8; ,89x€,=6. und éyxé,=8&. (17)
Der Drehimpulsoperator ist nun also gegeben durch

1

rsin

7

. 1
L=txV=ré x (éT6T+é9*59+é¢ 96¢>)
r

=~

1
=640y — €9——0,
cos¢cos€8¢)é$ N (cos 509 - Sln(.bCOSQ

sin @ sin 6

o8 qb(‘?qb)él. + (cos ¢y — :HMZ
an

=(-sin¢ - 04)8, + 058,
¢ )Cy [

=(-sin¢ - 0y )€,y + s,
¢ )Cy @

tan @

(b) Zuerst schreiben wir die gegebene Wellenfunktion in Kugelkoordinaten

W(r,0,¢) = (rsindcos ¢ + rsinfsin ¢ + 2r cos 9)Ne_7'2/°“2 (19)
= (sinfcos ¢ +sinfsin ¢ + 2cosb) f(r),

wobei der radiale Teil in f(r) = rN e 19" faktorisiert wurde, da die Drehimpulsopera-
toren nicht auf r wirken.

Nun wenden wir L? auf die Wellenfunktion an
0? 1 92 1

£20(r,0,0) = -n2( 2 >
v(r,6,¢) (892 " 520 062 ' tand 90

)(sin@cos¢ +sinfsing+2cosf) f(r) (20)

und berechnen nacheinander die Ableitungen

2
%(sin@cosd) +8infsing + 2cosf) = —(sinf cos ¢ + sinfsin ¢ + 2 cos 0) (21)
10 o -1 o
——5- 75 (sinfcos¢ +sinfsing +2cosf) = ——(sinf cos ¢ +sinfsin ¢)
sin“f 0¢ sin“f (22)
= _—1 (cose + sin @)
sinf
und
L—(Sianosng+sir19sinqb+ 2cosf) = (cosBcos ¢+ cosfsin g — 2sinf)
tanf 00 tanf (23)
2
cos

= :(COS(b+Sin¢)—QCOSQ

S11

kombinieren wir die Terme

a2
L2(r,0,0) = hz((SineCOS¢+SiH98in¢+ 2cosf) + #(cosqwrsind)) + QCOSG)f(T)
n

= h2(2 (sinfcos ¢ +sinfsing + 2 cos ) ) f(r)
=2hy(r,0,9)
(24)
damit ist 1(r,6,¢) eine Eigenfunktion mit dem Eigenwert 2h = (I + 1)h, womit man
[ =1 direkt ablesen kann.



(c) Die Kugelfliichenfunktionen sind vollstéindig und orthogonal. Die Koeffizienten kénnten
also durch Projekt auf diese Zustédnde gefunden werden. Da wir jedoch schon wissen,
dass [ =1 gilt, kann der Zustand nur durch eine Superposition der Funktionen Y} (6, ¢)
ausgedriickt werden. Wir benétigen also nur die drei Kugelflichenfunktionen

3 3 ; 3 ;
Y2(0,¢) =1/ —cosf, Y{(0,6) =/ —sinfe’® und Y'(0,0) =/ — sinfe .
4 8w 8w
(25)
und finden die Koeffizienten durch Vergleich mit (19).

U(r.0,0) = (—\/?(wa, 6) =¥ (0.0)) +iy [ (11 (0.0) + Y7 (0.6)) + 2\/@@0(9@))]%)

3
( 2;(—1)(1—2')Y11(97¢)+4\/§Y10(97¢)+\/?(1”))/1_1(9’@)“”
o h . (26)

In einer Messung von L. kénnen die Werte Am mit m = -1,0,1 gefunden werden. Wir
haben die Wellenfunktion nicht normiert, d.h. f(r) ist also nur bis auf einen konstanten
Faktor N bekannt. Bei der Berechnung der Messwahrscheinlichkeiten der verschiedenen
Drehimpulswerte fillt f(r) jedoch raus

le_1]?
P(m=-1)= 27
(=1 = [ F P+ P @0
Pm=0y=— 1ol (28)
le1]? +[col? + |ea]
P(m=+1) = erf (29)
le_1]? +[col? + |e]?
2 4 42 2 4
le_1|? = ?”u —iP= ?” leof? = ?” und  |eif? = gu +if2= 8 (30)

und somit |c_1[*+|co|? +|c1|* = 64F. Fiir die Messwahrscheinlichkeiten ergeben sich damit
die Werte

P(m:—l):é P(m=o)=§ P(m=+1)=%. (31)



4. Bahndrehimpulserwartungswerte (3 Punkte, miindlich)

(a) Wir beschreiben den gegeben Zustand mit |/, m), sodass
L2|l,m) =h%1(l+1)]l,m) L. |l,m) = hm|l,m) (32)

Nach der Vorlesung gilt fiir L, = L, +iL,, dass

Lo|l,m) = /11 +1) —=m(m 1) |l,m + 1) (33)

und (I, m|l’, m') = 6,10y ;. Damit bekommen wir nun

(L,)= 1{l,m| L+2+ L_|l,m)
h h
= 5\/l(l+1) -m(m+1)(l,m|l,m+1)+ 5\/l(l+1) -m(m-1){l,m|l,m-1)
=0 (34)

(I,m|Ly-L_|1l,m)
L =
(L) =

= 2%\/Z(l +1)-m(m+1){(l,m|l,m+1)- %\/l(l +1) —m(m - 1) (l,m|l,m - 1)
- (35)

(L++L_ )2 _ L2+L*+L,L_+L_L,
5 =

1 , sodass

Des Weiteren kénnen wir schreiben L2 =

Lm|L2+L*+L,L_+L_L,|l,m)
4

%2 VI +1) =m(m+ 1)1+ 1) = (m+ 1) (m +2) (L ml,m +2)

(12)="

+/1(1+1) =m(m -1l +1) = (m = 1)(m - 2) (I, m|l,m - 2)

NI D) —m(m=1) (Lmll,m) + A+ D) —m(m + 1) {1, mll,m)

_h2l(1+1)—m2

36
/ (36)
Analog bekommen wir fiir Lg = (L*;iL* )2 = _LE_L2+€1+L’+L‘L+ auf die selbe Weise
I(1+1)-m?
(L2) = fﬂu (37)

2

(b) Der Zustand, der durch Y;,, (6, %) beschrieben wird, ist natiirlich gerade der obige Zu-
stand |I,m). Analog wie in der vorigen Aufgabe finden wir hier

(LyLy+ LyL;)=—(L?-1L*)=0 (38)

1
24

da (L2)=0.



