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1. Pauli-Matrizen und Spin (10 Punkte, schriftlich)

(a) Wir berechnen explizit

σxσx = (
1 0
0 1

) = 12

σxσy = (
i 0
0 −i

) = iσz = iε123σz

σxσz = (
0 −1
1 0

) = −iσy = iε132σy

σyσx = (
−i 0
0 i

) = −iσz = iε213σz

σyσy = (
1 0
0 1

) = 12

σyσz = (
0 i
i 0

) = iσx = iε231σx

σzσx = (
0 1
−1 0

) = iσy = iε312σy

σzσy = (
0 −i
−i 0

) = −iσx = iε321σx

σzσz = (
1 0
0 1

) = 12

sodass:

σjσk = 12δjk + iεjkmσm (1)

Damit folgt natürlich direkt

[σj , σk] = σjσk − σkσj
(1)
= iεjkmσm − iεkjmσm = 2iεjkmσm (2)

{σj , σk} = σjσk + σkσj
(1)
= 2δjk12 + iεjkmσm + iεkjmσm = 2δjk12 (3)

(b) Wir nutzen (1) um zu zeigen

(a⃗ ⋅ σ⃗)(b⃗ ⋅ σ⃗) = ajbk σjσk
±

12δjk+iεjkmσm

= ajbj12 + iεjkmajbkσm

= (a⃗ ⋅ b⃗)12 + i(a⃗ × b⃗) ⋅ σ⃗ (4)

(c) Wir berechnen nun

[Ŝj , Ŝk] =
h̵2

4
[σj , σk]

(2)
=
h̵2

4
2iεjkmσm = ih̵εjkm

h̵σm
2

= ih̵εjkmŜm (5)
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(d) Die normierten Eigenzustände und Eigenwerte der Spinoperatoren sind gerade

Ŝx ∶ a⃗1x =
1

√
2
(

1
1
) , a⃗2x =

1
√

2
(

1
−1

) s1x =
h̵

2
, s2x = −

h̵

2

Ŝy ∶ a⃗1x =
1

√
2
(

1
i
) , a⃗2y =

1
√

2
(

1
−i

) s1y =
h̵

2
, s2y = −

h̵

2
(6)

Ŝz ∶ a⃗1z = (
1
0
) , a⃗2z = (

0
1
) s1z =

h̵

2
, s2z = −

h̵

2

Offensichtlich arbeiten wir in der Basis der Ŝz Eigenzustände, was man schon an der
Diagionalform von Ŝz ablesen kann.

(e) Wir nutzen die Formel (1) um zu zeigen, dass

S⃗2
= ∑

i

Ŝi ⋅ Ŝi =
h̵2

4
∑
i

σiσi =
h̵2

4
12∑

i

δii =
3

4
h̵212 (7)

wobei wir die Summe trotz Summenkonvention schreiben um klar zu machen, dass wir
am Ende wirklich noch summieren müssen. Da S⃗2 ∼ 12 ist jeder beliebige Vektor a⃗ ∈ C2

ein Eigenzustand zu S⃗2 mit dem Eigenwert 3/4h̵2, also auch die Eigenzustände der Ŝi
in (6).

Dies hätten wir auch direkt aus der Drehimpulsalgebra ablesen können, da wir wissen
dass:

(i) gilt [S⃗2, Ŝi] = 0 und damit S⃗2 und Ŝi gemeinsame Eigenzustände besitzen.

(ii) ein s = 1/2 Spin für das Drehimpulsquadrat S⃗2 den Erwartungswert h̵2s(s + 1) =

3/4h̵2 hat.

(f) Die Leiteroperatoren sind gegeben durch

Ŝ+ = Ŝx + iŜy = h̵(
0 1
0 0

)

Ŝ− = Ŝx − iŜy = h̵(
0 0
1 0

)

(8)

und damit gilt für ∣↑⟩ =̂e⃗1 und ∣↓⟩ =̂e⃗2

Ŝ+ ∣↑⟩ = 0

Ŝ+ ∣↓⟩ = ∣↑⟩

Ŝ− ∣↑⟩ = ∣↓⟩

Ŝ− ∣↓⟩ = 0

(9)

Wir könnten hier auch einfach ausnutzen, dass die Zustände gerade Drehimpulszustände
mit den Quantenzahlen j = 1/2 und m = 1/2,−1/2, also gerade ∣↑⟩ = ∣1/2,1/2⟩ und
∣↓⟩ = ∣1/2,−1/2⟩ sind. Die Wirkung der Leiteroperatoren ist nach

L̂± ∣j,m⟩ = h̵
√
j(j + 1) −m(m ± 1) ∣j,m ± 1⟩ (10)

somit

Ŝ+ ∣↑⟩ = Ŝ+ ∣1/2,1/2⟩ =
√

1/2(1/2 + 1) − 1/2(1/2 + 1) ∣1/2,3/2⟩ = 0

Ŝ+ ∣↓⟩ = Ŝ+ ∣1/2,−1/2⟩ =
√

1/2(1/2 + 1) − (−1/2)(−1/2 + 1) ∣1/2,1/2⟩ = ∣1/2,1/2⟩ = ∣↑⟩

Ŝ− ∣↑⟩ = Ŝ− ∣1/2,1/2⟩ =
√

1/2(1/2 + 1) − 1/2(1/2 − 1) ∣1/2,−1/2⟩ = ∣1/2,−1/2⟩ = ∣↓⟩

Ŝ− ∣↓⟩ = Ŝ− ∣1/2,−1/2⟩ =
√

1/2(1/2 + 1) − (−1/2)(−1/2 − 1) ∣1/2,−3/2⟩ = 0

(11)
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(g) Wir berechnen

U(ω⃗) = e−i
ω⃗⋅σ⃗
2 =

∞

∑
m=0

(−iω/2)m

m!
(n⃗ ⋅ σ⃗)m (12)

wobei ∣n⃗∣ = 1. Es gilt nun

(n⃗ ⋅ σ⃗)2 = (n⃗ ⋅ σ⃗)(n⃗ ⋅ σ⃗)
(4)
= (n⃗ ⋅ n⃗)

´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶
=1

12 + i (n⃗ × n⃗)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0

σ⃗ = 12 (13)

und damit

(n⃗ ⋅ σ⃗)m =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

n⃗ ⋅ σ⃗ für m ungerade

12 für m gerade
(14)

Wir können daher (11) aufspalten in gerade und ungerade m Summanden

U(ω⃗) =
∞

∑
m=0

(−iω/2)2m

(2m)!
(n⃗ ⋅ σ⃗)2m +

∞

∑
m=0

(−iω/2)2m+1

(2m + 1)!
(n⃗ ⋅ σ⃗)2m+1

(12)
=

∞

∑
m=0

(−i)2m(ω/2)2m

(2m)!
12 − i

∞

∑
m=0

(−i)2m(ω/2)2m+1

(2m + 1)!
n⃗ ⋅ σ⃗

=
∞

∑
m=0

(1)m(ω/2)2m

(2m)!
12 − i

∞

∑
m=0

(−1)m(ω/2)2m+1

(2m + 1)!
n⃗ ⋅ σ⃗

= cos(ω/2)12 − i sin(ω/2)n⃗ ⋅ σ⃗ (15)

(h) Für die Drehung um die y-Achse mit dem Winkel ω = π/2 benötigen wir die Spindreh-
matrix

U(π ⋅ e⃗y)
(14)
= cos(π/4)12 − i sin(π/4)e⃗z ⋅ σ⃗ =

1
√

2
(−iσy) =

1
√

2
(

1 −1
1 1

) (16)

Die Anwendung auf ∣↑⟩ = e⃗1 Zustand gibt

U(π ⋅ e⃗y) ∣↑⟩ =
1

√
2
(

1
1
) (17)

der Spin dreht in die xy-Ebene.

Dreht man jedoch mit dem Winkel ω = π erhält man analog

U(π ⋅ e⃗y)
(14)
= cos(π/2)12 − i sin(π/2)e⃗z ⋅ σ⃗ = −iσy = (

0 −1
1 0

) (18)

Die Anwendung auf ∣↑⟩ = e⃗1 Zustand gibt

U(π ⋅ e⃗y) ∣↑⟩ = (
0
1
) = ∣↓⟩ (19)

Wir sehen also, dass die 180° Drehung um die y-Achse gerade den Spin umgedreht hat.
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2. Teilchen im Magnetfeld - Landau Niveaus (4 Punkte, mündlich)

Ein Teilchen mit der Ladung q befinde sich in einem homogenen Magnetfeld B = Bêz. Eine
geschickte Wahl des Vektorpotentials A ist in diesem Fall durch die Landau-Eichung mit
A = Bxêy gegeben.

Wir nehmen an, dass das Teilchen wie in einem 2-dimensionalen Elektronengas auf die xy-
Ebene eingeschränkt ist. Damit lautet der Hamilton-Operator des Problems

Ĥ =
1

2m
(p̂ − qA)

2
=

1

2m
(p̂2x + (p̂y − qBx)

2
). (20)

In der Aufgabe sollen nun die Eigenfunktionen und Eigenenergien des Problems gefunden
werden.

(a) [1 Punkt]

Es soll ausgenutzt werden, dass gilt [Ĥ, p̂y] = 0 um einen geeigneten Ansatz für die
Wellenfunktion ψ(x, y) zu machen:

Da p̂y mit dem Hamilton-Operator vertauscht, d.h. Eigenfunktionen des Impulsoperators
p̂y auch Eigenfunktionen des Hamilton-Operators sind, drängt sich der Separationsansatz

ψ(x, y) = eipyy/h̵χ(x) (21)

auf.

(b) [2 Punkt] Setzt man nun diesen Ansatz in die Schrödingergleichung ein, und verwendet
gleich P̂ye

ipyy/h̵ = pye
ipyy/h̵ erhält man

1

2m
(p̂2x + (py − qBx)

2
)χ(x) = Eχ(x). (22)

Mit der Substitution x̄ = x −
py
qB

= x − x0 sieht man nun deutlich, dass man das Problem
auf die Schrödingergleichung des harmonischen Oszillators zurückgeführt hat:

[−
h̵2

2m

d2

dx̄2
+
m

2
(
qB

m
)
2

x̄2]χ(x̄) = Eχ(x̄) (23)

(c) [1 Punkt] Die Kenntnis der Lösung des harmonischen Oszillators soll nun genutzt werden
um die Eigenenergien und -funktionen des Hamilton-Operators (20) zu finden.

Die Eigenenergien des harmonischen Oszillators mit Ĥ = 1
2m
p2x +

m
2
ω2x2 sind durch

En = (n + 1
2
)h̵ω gegeben. Entsprechend sind die Eigenenergien hier

En = (n +
1

2
)h̵ωc mit ωc =

qB

m
. (24)

Die charakteristische Frequenz ωc des Problems ist also die klassische Zyklotronfrequenz.

Die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators sind

ψn(x) = (
mω

πh̵
)

1
4

1
√

2nn!
Hn(

√
mω

h̵
x)e−

1
2
mω
h̵ x2

, (25)

und für das Teilchen im Magnetfeld ergibt sich damit

ψn(x, y) =
1

π
1
4 `

1
2

1
√

2nn!
Hn(

x − x0
`

) exp[−
1

2
(
x − x0
`

)
2

]eipyy/h̵ mit x0 =
py

qB
. (26)

Im letzten Ausdruck haben wir mit der magnetischen Länge ` =
√

h̵
qB

zusätzlich die

charakteristische Längenskala des Problems eingeführt.
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3. Nachweis der Richtungsquantelung im Magnetfeld und Spinpräzession
(6 Punkte, mündlich)

(a) Skizze (2 Punkte, mündlich)

x

y

z

Quelle ẑ

x̂

(b) (4 Punkte, mündlich)

Nach dem ersten Stern-Gerlach-Apparat ist der Zustand der Teilchen entweder ∣↑⟩ (für
z.B. den oberen Strahl) und ∣↓⟩ (für den unteren Strahl). Während der Flugzeit von
einem zum anderen Apparaten entwickeln sich die Zustände zeitlich in dem in y-Richtung
angelegten Magnetfeld,

∣↑⟩ → ∣ψ↑(r)⟩ =
e−iωt/2

2
(∣↑⟩ + i ∣↓⟩) +

eiωt/2

2
(∣↑⟩ − i ∣↓⟩) = cos(ω

2
t) ∣↑⟩ − sin(ω

2
t) ∣↓⟩

∣↓⟩ → ∣ψ↓(r)⟩ = cos(ω
2
t) ∣↓⟩ + sin(ω

2
t) ∣↑⟩

mit ω = µBB/h̵. Der zweite Stern-Gerlach-Apparat spaltet die Zustände wieder auf in
die Zustände

∣↑⟩x =
1

√
2
(∣↑⟩ + ∣↓⟩)

∣↓⟩x =
1

√
2
(∣↑⟩ − ∣↓⟩)

Dementsprechend sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten, diese nach der Flugzeit T zu
messen, gegeben durch

P (↑x, ↑) = ∣
1

√
2
(⟨↑∣ + ⟨↓∣)(cos(ω

2
T ) ∣↑⟩ − sin(ω

2
T ) ∣↓⟩)∣

2

=
1

2
(cos(ω

2
T ) − sin(ω

2
T ))

2
=

1

2
(1 − sin(ωT ))

P (↓x, ↑) =
1

2
(1 + sin(ωT ))

P (↑x, ↓) =
1

2
(1 + sin(ωT ))

P (↓x, ↓) =
1

2
(1 − sin(ωT ))

Die Intensitäten der Punkte auf dem Detektorschirm sind gerade proportional zu diesen
Wahrscheinlichkeiten.
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