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1. Pauli-Matrizen und Spin (10 Punkte, schriftlich)

(a) Wir berechnen explizit
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sodass:
00k = 126k + l€jkmOm (1)
Damit folgt natiirlich direkt
loj,0k] = 0joK — 0%0; @ 1€ kmOm — €kjmOTm = 20€jkmOm (2)
{oj,01} =00, + 010} @ 20119 + 1€kmOTm + l€kjmOm = 20,512 (3)
(b) Wir nutzen (1) um zu zeigen
(@-6)(b-5) =ajby  ojou
N

]l2éjk+i5jkm,0'm

= ajbj]lg + iejkmajbkam

=(a-b)ly+i(daxb) -G (4)
(¢) Wir berechnen nun
~ A h2 2 h2 . . ho—m . &
[Sj,Sk] = Z[aj’gk] & ZQzejkmam = zhejkMT = h€jkmSm (5)



(d) Die normierten Eigenzustinde und Eigenwerte der Spinoperatoren sind gerade
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Offensichtlich arbeiten wir in der Basis der S, Eigenzusténde, was man schon an der
Diagionalform von S, ablesen kann.

Wir nutzen die Formel (1) um zu zeigen, dass

o IR h? 3,9

S :ZSi'SiziZUiUizillQZaii:7h 12 (7)
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wobel wir die Summe trotz Summenkonvention schreiben um klar zu machen, dass wir

am Ende wirklich noch summieren miissen. Da S 2 ~ 1, ist jeder beliebige Vektor d € (CA2

ein Eigenzustand zu S? mit dem Eigenwert 3/4h2, also auch die Eigenzustéinde der S;

in (6).

Dies hétten wir auch direkt aus der Drehimpulsalgebra ablesen kénnen, da wir wissen

dass:

(i) gilt [S2, S‘l] =0 und damit S? und S; gemeinsame Eigenzustinde besitzen.

(ii) ein s = 1/2 Spin fiir das Drehimpulsquadrat S? den Erwartungswert h2s(s + 1) =
3/4h? hat.

Die Leiteroperatoren sind gegeben durch

S+:Sm+l y:h(g (1))
(8)
5.-8,-18,-n() 7)
und damit gilt fiir |[t) 2€; und ||) 2&;
§+ |T> =0
Selb)y =) ©
S-I1y =11
S_[4)=0

Wir kénnten hier auch einfach ausnutzen, dass die Zusténde gerade Drehimpulszusténde
mit den Quantenzahlen j = 1/2 und m = 1/2,-1/2, also gerade |t) = |1/2,1/2) und
[4) =11/2,-1/2) sind. Die Wirkung der Leiteroperatoren ist nach

Ly ljym) = h/5(G+1) —m(m=1)|j,m = 1) (10)
somit
Sty =8, 11/2,1/2) =/1/2(1/2+1) - 1/2(1/2 + 1) [1/2,3/2) = 0
Sy = 8. 11/2,-1/2) =\/1/2(1/2+ 1) = (-1/2)(-1/2 + 1) [1/2,1/2) = [1/2,1/2) = |1)
S_|ty=8_[1/2,1/2) =\/1/2(1/2+ 1) - 1/2(1/2 - 1) |1/2,-1/2) = [1/2,-1/2) = |{)
Sy =8-[1/2,-1/2) = /1/2(1/2+ 1) = (=1/2)(-1/2 - 1) [1/2,-3/2) = 0

(11)
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Wir berechnen

U(@)=e% 2 (-5 (12)
m=0 m:
wobei [7i] = 1. Es gilt nun
(ii-6)2 = (it-3) (- 5) D (f-7) Do +i (7 x 1) & = 1 (13)
—— ——
-1 =0
und damit
- i
(7i-3)™ = n-o ?r m ungerade (14)
1, fiir m gerade
Wir kénnen daher (11) aufspalten in gerade und ungerade m Summanden
(ziw/2)*™ o (= ZW/Q)Qmﬂ = \2m+l
9= & S 0" & Gy (100
(12) Z ( Z)Zm(w/2)2m Z ( Z)Zm(w/2)2m+1
2o (2m)! o (2m+1)!
m m 2m+1
I RO S YO
m=0 (2 )' m=0 (2m+1)!
= cos(w/2)1g —isin(w/2)7 - & (15)

Fiir die Drehung um die y-Achse mit dem Winkel w = 7/2 benétigen wir die Spindreh-
matrix

i(_wy) =

Ur-2,) "= cos(n/a) 1y - isin(n/4)E, - = 7

al i) o

Die Anwendung auf |t) = é; Zustand gibt

ue-e)in =53 )

der Spin dreht in die xy-Ebene.

Dreht man jedoch mit dem Winkel w = 7 erhélt man analog
U(r-2,) 2 cos(r/2)1s - isin(x/2)é. -6 = —io, = (‘f ‘01) (18)
Die Anwendung auf |t) = é; Zustand gibt
. 0
U-e)n-() =1 (19)

Wir sehen also, dass die 180° Drehung um die y-Achse gerade den Spin umgedreht hat.



2. Teilchen im Magnetfeld - Landau Niveaus (4 Punkte, miindlich)

Ein Teilchen mit der Ladung g befinde sich in einem homogenen Magnetfeld B = Bé,,. Eine
geschickte Wahl des Vektorpotentials A ist in diesem Fall durch die Landau-Eichung mit
A = Bzé, gegeben.

Wir nehmen an, dass das Teilchen wie in einem 2-dimensionalen Elektronengas auf die xy-
Ebene eingeschréinkt ist. Damit lautet der Hamilton-Operator des Problems

A= o (0-08) = o (2 + (5, - abo)’) 20

In der Aufgabe sollen nun die Eigenfunktionen und Eigenenergien des Problems gefunden
werden.

(a) [1 Punkt)

Es soll ausgenutzt werden, dass gilt [I:I ,Py] = 0 um einen geeigneten Ansatz fiir die
Wellenfunktion v (z,y) zu machen:

Da p, mit dem Hamilton-Operator vertauscht, d.h. Eigenfunktionen des Impulsoperators
Dy auch Eigenfunktionen des Hamilton-Operators sind, driangt sich der Separationsansatz

b(z,y) =Py (2) (21)

auf.

(b) [2 Punkt] Setzt man nun diesen Ansatz in die Schrodingergleichung ein, und verwendet
gleich Pye“’yy/h = pyezpyy/h erhélt man

1 /.4 2
5 (72 + (py —aBr)")x(@) = Ex(a). (22)
Mit der Substitution T = x - % = x — z sieht man nun deutlich, dass man das Problem
auf die Schrédingergleichung des harmonischen Oszillators zuriickgefiihrt hat:

[+ 50 o) 2o 6

(¢) [1 Punkt] Die Kenntnis der Losung des harmonischen Oszillators soll nun genutzt werden
um die Eigenenergien und -funktionen des Hamilton-Operators (20) zu finden.
2,2
x

Die Eigenenergien des harmonischen Oszillators mit H = ﬁpi + Jw sind durch

E,=(n+ %)hw gegeben. Entsprechend sind die Eigenenergien hier

_4B

m

1
E,=(n+ §)hwc mit We (24)

Die charakteristische Frequenz w. des Problems ist also die klassische Zyklotronfrequenz.

Die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators sind

1 mw
V2nn!

und fiir das Teilchen im Magnetfeld ergibt sich damit

vl = (5)'

nl9) = (T e () et it o= T (20)

7103 /2] ¢ 2\ ¢ qB
Im letzten Ausdruck haben wir mit der magnetischen Lénge ¢ = qLB zusétzlich die

charakteristische Lingenskala des Problems eingefiihrt.



3. Nachweis der Richtungsquantelung im Magnetfeld und Spinprizession
(6 Punkte, miindlich)

(a) Skizze (2 Punkte, miindlich)
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(b) (4 Punkte, miindlich)

Nach dem ersten Stern-Gerlach-Apparat ist der Zustand der Teilchen entweder 1) (fiir
z.B. den oberen Strahl) und ||} (fiir den unteren Strahl). Wihrend der Flugzeit von
einem zum anderen Apparaten entwickeln sich die Zusténde zeitlich in dem in y-Richtung
angelegten Magnetfeld,

—iwt/2 iwt )2

[1) = ler(r)) = == (1) + i) + =
) = [4(r) = cos(58) 1) +sin(5) 1)

e

(I1) =il})) = cos(51) |1) = sin(5) [1)

mit w = ppB/h. Der zweite Stern-Gerlach-Apparat spaltet die Zustéinde wieder auf in
die Zustande

1

M. = —= N+ 1)

S

2

1
)z = ﬁm -1

Dementsprechend sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten, diese nach der Flugzeit T' zu
messen, gegeben durch

2

=11+ (D (eos($T 1) - sin(5T) )| = 2 (cos($T) ~sin(§T))? = (1 ~sin(wT))

V2
Plai1) = 51+ sin(T))

P(Tm;T) =

Pt 1) = %(1 + sin(wT))
P(teid) = 5(1-sin(T)

Die Intensitidten der Punkte auf dem Detektorschirm sind gerade proportional zu diesen
Wabhrscheinlichkeiten.



