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1. Addition von zwei Spins (6 Punkte, miindlich)

Wir betrachten ein System aus zwei Spin—%—Teﬂchen (i=1,2). Der Spin-Operator §; sei der
Operator fiir den Spin des ersten Teilchens, §5 der Operator fiir den zweiten Spin. Die Ope-
ratoren wirken auf verschiedene Teilchen, daher vertauscht jede Komponente des Operators
§1 mit jeder Komponente von $§, es gilt also [§1,82] = 0.

Fiir jeden der beiden Spins gibt es zwei linear unabhéngige Orientierungen und damit vier
linear unabhingige Zustédnde des Gesamtsystems. Wihlen wir wieder z als Quantisierungs-
achse wird der Hilbertraum durch die gemeinsamen Eigenzustédnde der Operatoren 5, , und
32, aufgespannt. Die Basiszustéinde kénnen als |11), [1)), [{1) und |{}) geschrieben werden.
Das erste Symbol bezieht sich dabei auf den Eigenwert des Operators 55, das zweite auf den
Eigenwert des Operators §3.

Der Gesamtspin §;,; des Systems ergibt sich einfach durch die Summe der Einzelspins
§tot = §1 + §2. (1)
(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass der Operator §;,; die Kommutatorrelationen der Drehimpuls-

Algebra erfiillt. Zeigen Sie weiter, dass auch die Kommutatorrelation [82,,,37,,] = 0 gilt.

(b) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Eigenzustinde und Eigenwerte des Operators s7,, fiir die
z-Komponente des Gesamtspins in der oben beschriebenen Basis.

(¢) (2 Punkte)) Finden Sie die gemeinsamen Eigenzustéinde von 87,, und s,, und bestimmen
Sie fiir diese Zustinde die Eigenwerte des Operators §7,,.

Hinweis: Das Produkt 8182 kann durch die Operatoren 57 und §7, (i = 1,2) dargestellt
werden.

2. Eichinvarianz des Stromes (4 Punkte, schriftlich)

Der Strom eines geladenen Teilchens mit Ladung e in einem elektromagnetischen Feld (ohne
Spin) ist gegeben durch:

J = (07T - (V1) ) - - ALy 2
m mc

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass j die Kontinuitétsgleichung erfiillt.
(b) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass j eichinvariant ist. E|

IErinnerung: Eichinvarianz in der Quantenmechanik bedeutet die Invarianz von j unter der Transformation
P(z) - e'en M@y (z) (wobei z = #,) bei gleichzeitiger Eichtransformation des Vektorpotentials A(z) - A(z) -
VA(z) sowie des Skalarpotentials ¢ — ¢ + %atA(:c) .



3. Operatoren im Heisenbergbild (4 Punkte, miindlich)

Betrachten Sie einen harmonischen Oszillator mit dem Hamiltonoperator
H=hw(a'a+1) (3)

Wobei at und @ die Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren sind. Im Heisenbergbild sind
im Gegensatz zum Schrodingerbild die Zusténde zeitunabhéngig, die Operatoren dafiir je-
doch zeitabhéngig.

(a) (1 Punkt) Benutzen Sie die Heisenbergsche Bewegungsgleichung um die Zeitentwicklung
der Operatoren a(t) und af(t) zu berechnen.

(b) (1 Punkt) Berechnen Sie weiter die Zeitentwicklung der Operatoren Z(t) und p(t).

(¢) (1 Punkt) Nutzen Sie die Ergebnisse der vorangegangenen Aufgabenteile um die Kom-
mutatoren [fc(tl)j(tg)] und [:f:(tl),]ﬁ(tg)] der nun zeitabhingigen Operatoren zu be-
rechnen.

(d) (1 Punkt) Das System sei zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Grundzustand [¢(0)) = |0).
Berechnen Sie die Korrelationsfunktion (#(0)Z(t)).

4. Spin im zeitabhingigen Magnetfeld (6 Punkte, schriftlich)

In der Vorlesung wurde die Lamor-Prizession des Elektronspins in einem statischen magneti-
schen Feld in z-Richtung B = B2 hergeleitet. Im folgenden soll nun das Verhalten des Spin—%
Teilchens untersucht werden, wenn zusétzlich ein periodisches Magnetfeld in der zy-Ebene
eingestrahlt wird.

Betrachten Sie einen Elektronenspin in einem zeitabhéngigen externen Magnetfeld
B(t) = (B; coswt, By sinwt, By). (4)

(a) (1 Punkt) Schreiben Sie den Hamiltonoperator des Systems explizit in Matrixform.

(b) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass sich das Problem durch eine geeignete Transformation

Ur(t) =a()n(t), () = b()¥y(t)

der Spinorkomponenten auf das Problem eines Elektrons in einem statischen Magnetfeld

B = (B,,0, B,) zuriickfiihren ldsst.

(¢) (2 Punkte) Nutzen Sie den Zeitentwicklungsoperator U(t,0) um die Zeitentwicklung
des Zustands [¢(t)) des Elektronspins in dem effektiven statischen Magnetfeld B zu
berechnen.

Hinweis: Die Matrixexponentialfunktion von Pauli-Matrizen war schon Gegenstand der
Ubungen.

(d) (2 Punkte) Das Teilchen sei zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Zustand [0(0)) = |1). Berechnen
Sie die Wahrscheinlichkeit Py(¢) den Spin zur Zeit ¢ im Zustand |}) zu finden. Fiir
welche Frequenz w des externen Felds und nach welcher Zeit wird die Wahrscheinlichkeit
maximal?

Die Anmeldung zur der Veranstaltung in Qispos ist freigeschaltet:

e Vorleistung 1 umfasst die Ubungen (inkl. Probleklausur)

e Vorleistung 2 ist die Hauptklausur, Anmeldebeginn ist hier der 1.7.2015.
Bedingung fiir diese Anmeldung ist die bestandene Vorleistung 1.

(Studiengang Physik, Priifungsordnung 2010)




