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1. Addition von zwei Spins (6 Punkte, miindlich)

(a)

(2 Punkte) Zuerst ist zu zeigen, dass der Operator 8, die Kommutatorrelationen der
Drehimpulsalgebra erfiillt. Wichtig ist dabei, dass §; und 8, vertauschen und beide die
Drehimpulsalgebra erfiillen.

(8ot 810¢] = [81 + 85,81 + 33] = [81, 81] + (85, 83) = deajn) +ieijnds = icupndty (1)
Daraus folgt auch direkt, dass gilt [87,;,57,,] = 0 (im folgenden sei § = §;,¢):
[8%,57) = [52,8.] + [62,5.] = —ih(848y + $y82) + ih(825y + 5,8.) = 0 (2)

Dies ist eine Eigenschaft der Drehimpulsalgebra.

(2 Punkte) Da alle Basiszustinde Eigenzustinde von §; und §5 sind, sind sie auch Ei-
genzusténde von 57, = §7 + 5%:

S50 I11) = A5 + ) [11) = A[11) (3)
i) =h(5-3) 1) =0 (4)
Stot NT) = h(_% + %) |H> =0 (5)
8o [W) = B(5 + 5) ) = -A 1) (6)

Die Eigenwerte von 37, sind damit 0 und +1.

Da 8;,¢ die Drehimpulsalgebra erfiillt kénnen wir erwarten, dass §7,, die Eigenwerte
s(s+1) und 8§}, die Eigenwerte m = —s--- + s hat. Mit den gefundenen Eigenwerten fiir
57, sollte es daher einen Singulett-Zustand mit s = 0,m = 0 und Triplett-Zustédnde mit
s=1und m=-1,0,+1 geben.

(2 Punkte) Da 87, und 87,, vertauschen gibt es einen Satz gemeinsamer Eigenfunktionen.
Um die Eigenwerte von 82,, zu berechnen, driicken wir den Operator zuerst durch s* =
s{ +isy und s3 = s§ +is) aus:
(8; +82)% =52 + 52 +28 3h?+ 3% + 25755 + + (7)
82, = (81 +8 57 +585+28182 = S785+ 8185 + 8155
Die Zustinde |11) und [{) sind nicht entartet, miissen also auch Eigenzustinde von §7,,
sein.

S M) =2 (3 + 34211 1) + 0+ 0= 2R7 1) (8)
i L) =h2(3 f; 22121 L) + 0+ 0= 2h7 1)) (9)
Die Zusténde |1]) und |}1) hingegen sind keine Eigenzusténde
She M) = R2(2+ 3422 2 [11) + 0+ A2 [Ut) = R2(I1) + |11)) (10)
S 1) = h? (3 + Z +25 2 ) 1) + A2 1) + 0= A2 (JU1) +[14)). (11)

Die beiden Zustéinde sind entartet, damit ist jede Linearkombination ) = a|1]) + S [I1)
auch ein Eigenzustand von 57,.



Wir miissen die Eigenzustéinde von §2,, in diesem zweidimensionalen Unterraum suchen.
Man sieht man aus (11) ohne weitere Rechnung, dass die Linearkombinationen %(Hi) +

[41)) und %(Hi) - [41}) diese Eigenzustéinde sind:

St 5 (114) +[11)) = 202 = (114) + (1)) (12)
8ot 5 (1) = 1i1)) = 0. (13)

Damit haben wir einen neuen Satz von Basisfunktionen gefunden die durch die Quan-
tenzahlen s und m beschrieben werden:

Wie erwartet, einen Singulett-Zustand mit s =0

(=1 (s=0.m=0), (14)
und Triplett-Zustinde mit s =1
1) (s=1,m=+1) (15)
S +l))  (s=1,m=0) (16)
1) (s=1,m=-1). (17)



2. Eichinvarianz des Stromes

(a) Betrachte die Schrédingergleichung im Potential V' im elektromagnetischen Feld

. T2 2( o _ € A)2
ihyy = [(p c/cd) +v+¢]w: [Www]w (18)
2m 2m
sodass wir bekommen
e - ez - 2m .
vzi/) = |:Zch(vA+Av) + ﬁA+ hz(V+¢—Zh8t):|w (19)
e - - e - 2m .
= [zch((vA) +2AV) + WAJF hQ(V+¢—zh8t)]1/J (20)

Betrachte nun die Divergenz des Stroms

2 % € 2
(v* vy - (Vo )w)—%vAlwl

" 2m
h - - 2 . 9
:m(¢*[i;((vA)+2Av)+s2A+n;(V+¢—ih3t)]¢

_¢[—i:h((vfl)+2ﬁv)+ 2h2[1+(V+¢+m8t)]z/) )

- 6[(VA) ) + Ay vy +vaw]
mc
= -0, (") (21)

welche mit p = ¢ *1) offensichtlich die Kontinuitéitsgleichung erfiillt

Bip+Vj=0 (22)
(b) Betrachte nun den Strom

h * * € 2

- (T - (T ¥) - =AY (23)
m me
unter der lokalen Eichtransformation
b o> = My A= A= A+VA(@) b - ~OA)  (24)
c

Es folgt dann

S o h
j*jl=%((¢,)*vw (V(y")* )¢)— A’|¢|
= o (gt (gt ) ) - S (AT (29)

R (. —i%(vl\))iﬁ*)lb) - S (A-vA) P
= L (VY (V) ) - A = (26)

und somit ist der Strom eichinvariant.



3. Operatoren im Heisenbergbild (4 Punkte, miindlich)

Die Heisenbergsche Bewegungsgleichung fiir einen Operator A(t) lautet

dA i . . DA(t)
— =—[H,A(¢ . 2
Aot A+ 2 (27)
Im folgenden soll der harmonische Oszillator mit
2 2,2
A= T po@tasd) (28)
2m 2

betrachtet werden.

(a) (1 Punkt) Die Bewegungsgleichungen fiir a(t) und af(¢) sind

% = %[m H] =iwl[a,a’a] = —iwa - a(t) = e “a(0)  (29)
P _
ddit - %[dT,H] = iwlat,ata] = iwa > at(t) = e“tat(0)  (30)

(b) (1 Punkt) Z(t) und p(t) erhilt man iiber die Erzeuger- und Vernichter

2(t) =1/ 2:M (&T(t) +a(t)) = z(0) cos(wt) + % sin(wt) (32)

mwh
2

p(t) =1 (&T(t) —a(t)) = p(0) cos(wt) — mwz(0) sin(wt). (33)

Die Operatoren erfiillen die klassischen Bewegungsgleichungen
Das gleiche Ergebnis erhélt man auch durch Losen des Gleichungssystems

Az i, o p(t)
a0 =5 (34)
% = %[ﬁ[,ﬁ(t)] = —mw?z(t). (35)

(¢) (1 Punkt) Verwendet man diese Ergebnisse erhilt man fiir den Kommutator

1 1
[2(t1),z(t2)] = — coswty sinwts[2(0),p(0)] + — sinwty coswia[p(0),z(0)]
mw mw
th
= —sinw(ta—t1) (36)
mw
Der gleiche Operator zu verschiedenen Zeiten vertauscht also nicht unbedingt.

[x(t1),p(t2)] = coswty coswita[2(0),p(0)] - sinwty sinwia[p(0),z(0)]
=ihcosw(te —t1) (37)

Z(t1) und p(ty) vertauschen dafiir bei to —t; = (2n + 1)7/2w.

(d) (1 Punkt) Das System befindet sich im bei ¢ = 0 Grundzustand [1(0)) = |0). Zur Berech-
nung der Korrelationsfunktion wechseln wir wieder ins Heisenbergbild wobei #(0) = &

ist.
(£(0)2(t)) = (02’ MM ze MM |0) = —— (0f (&' + a)e™/" (aF +a) [0) e~/
_ 5 (Heth/h |1>e—iwt/2 _ eiwt
mw 2mw



4. Spin im zeitabhingigen Magnetfeld (6 Punkte, schriftlich)

(a)

(b)

(1 Punkt) Der Hamiltonoperator ist gegeben durch

- 0 1 . 0 —i 1 0
H=pugo-B=pughB; coswt(1 0)+smwt(i 0) + 1By (0 _1) (39)
Definieren wir die Frequenzen wy ; = Q#TBBOJ lasst er sich kompakt schreiben als
- h wo wle—iwt
=g ) (40)
(1 Punkte) Aus der Schrodingergleichung
. 1o} wT h wo wle_“"t ¢T
h— == ) 41
ot (%) 2 (me’“’t —wo )\ (4D
erhalten wir die Bewegungsgleichungen fiir die Komponenten 4 (t) und v, (t)
a"/}T wo W1 _jwt
R R 42
i it % (42)
OV w1 wo
2wty 200 43
iy =5 (43)
Die Transformation
Pr(t) = e Py () i (8) = PP (1) (44)
fiihrt auf ein System von Differentialgleichungen, dessen Koeffizienten nicht mehr zeitabhéngig
sind
.51/_% W= Wo w1
—_— = —= 45
i 5 S (45)
0P, wi,  w-wp
YL _ % . 46
iy =g Pt W (46)

Damit haben wir das Problem auf ein System mit dem effektiven Hamiltonoperator

i ﬁ (—(w—wo) w1 ) (47)

2 w1 (w=wo)
zuriickgefiihrt. Dieser entspricht einem Elektronspin im statischen Magnetfeld B = (B, 0,

mit Aw = w - wg.
Die Transformation (44) kann auch in Matrixform geschrieben werden

[9) = e 12 ) (15)
ist also eine zeitabhangige Rotation im Spinraum um die z-Achse. Wir sind in ein rotie-
rendes Bezugssystem gewechselt und folgen der Rotation des Magnetfelds B ().

(2 Punkte) Um die Zeitentwicklung des Zustands [¢)()) zu bestimmen wenden wir den
Zeitentwicklungsoperator

Ut,t') = e n(t-OH (49)

an: N
[0 (1)) = e * O [h(0)) = e (ro=/2 8020 ) (0)) (50)

analog zum letzten Blatt, kann die Rotation im Spinraum auch geschrieben werden als

w1y Awo,

wu»=@m9%fi(9 - ﬁm%ﬂww» 51)

2
wobei = \/w? + Aw?.

_Aw
2up



(d) (2 Punkte) Die Amplitude fiir einen Spinflip von [¢)(0)) = |1) nach |[1(¢)) =|!) ist

<»L W}(t)) _ <l|67iwtaz/2 |1Z(t)> _ 6iwt/2 (H (]1 COS% — (ng _ AL;J)O'Z)S.H Ot

52
= —iet’2 P gin s o
Q 2’
wobei wir [1/(0)) = [¢/(0)) = |t) genutzt haben. Man erhilt die Wahrscheinlichkeit
2 WP
P(t)=|{Llv@®)| = ﬁ(l — cos Q). (53)
Die Wahrscheinlichkeit P, (t) erreicht den Maximalwert
2 2

A (54)

Q2?2 (w-wp)?+uw?

nach einem m-Puls also ¢ = /9.

Dieser hat fiir ein resonantes Magnetfeld w = wy den gréfiten Wert mit Py () = 1, der
Spin wechselt nach der Zeit dann mit Sicherheit.



