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1. Zeeman-Aufspaltung

Der Hamiltonoperator fiir ein Atom im Magnetfeld B = Bé, ist gegeben durch
ﬁ:ﬁo+2L(z+2§)ézﬁo+u33(iz+2§z) (1)
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wobei L der Bahndrehimpulsoperator und § der Spinoperator des Elektrons ist. Hy ist der
ungestorte Hamiltonoperator des Wasserstoffatoms. Fiir die Energieniveaus gilt nun

En7l,m7s:(n,l,m,s|ﬁ|n,l,m,s):(n,l,m,s|ﬁ0|n,l,m,s)+uBB(n,l,m,s|ﬁz+2§Z|n,l,m,s)
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R
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wobei Ry die Rydberg-Energie ist. Fiir n = 1 und n = 2 haben wir insgesamt 10 mogliche
Zustdnde mit Energien

Ei004=-Ro+upB

Energie
FEr00,=-Ro—ppB ot 2,1,1,7)
Es0041=-Ro/4+ppB 2,0,0,1),[2,1,0,1) I B
_ _ 1B
Es0,0, =-Ro/4A-ppB -Ro/4+ 2,1,1,1),12,1,—1,1)
Es104=-Ro/4+pupB (3) 2,0,0,4),]2,1,0,4)
Es10,=-Ro/4-ppB 2,1, -1, 1)
E271;1’T = —R0/4 + 2/,LBB
Es11, =-Ro/4
E2717—1,T = _R0/4 [1,0,0,1)
Eyq-14=-Ro/4-2upB Ro+ —<:
Die Zeeman-Aufspaltung kann man wie neben- 11,0,0,4)
stehend graphisch darstellen.
2. Anharmonischer Oszillator
a) Wie wir wissen, besitzt der ungestérte harmonische Oszillator die Eigenenergien' E,, =
g g g
hw(n+1/2) und die Eigenzusténde |n) mit n =0,1,..., welche wir durch die Leiterope-
ratoren:
mw ) mw 7
d=+/—|&+—p und  al =/ ——|&- —p 4
2h [ mwp] 2h [ mwp] )

beeinflussen konnen:
aln) =/nln-1) (5)

1'Wir lassen hier im Vergleich zur Vorlesung den Index (0) weg, also |n) := [n(®)) und E,, := ES)).




atn) =vn+1n+1) (6)
Da wir die Matrixelemente V,,,,, spater allgemein brauchen, rechnen wir diese nun aus:
Vnm=’y(n|@4|m)=7;<nlfﬁ2Ik)(k|ﬁ2|m> (7)
Wir benétigen nun
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(n]@*[m)=
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[Vm(m —1)6pm-2 + /(M +1)(m +2)6pmez2 + (20 + 1)0nm]|  (8)

wobei zg =4/ %. Damit folgt:
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+/(m+1)(m+2)(4m +6)8, ez +/(m+ 1) (m+2)(m +3)(m + 4)5n,m+4]
9)

und somit:

4
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(b) Da die Zustéinde nicht-entartet sind nutzen wir den folgenden Ausdruck fiir die Energie-
korrektur in fithrender Ordnung in ~:

4
EWD = (n|V|n)=V,, ¥ %[6n2+6n+3] (11)

Die Korrektur [n(") in filhrender Ordnung in ~ fiir die Eigenzustéinde |n) ist gegeben
durch (E, = hw(n +1/2))

)= 3 VI 5 Y
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(¢) Wir suchen die Quantenzahl n fiir die gilt

AE, = hw=E®

4
hw = %[6n2+6n+3]

2 h
f—w4:n2+n+1/2
3 vz

0=n’+n+(z-=—7) (13)

Die Losung dieser Gleichung ist natiirlich gerade (nur positive n erlaubt, daher nur +
Losung)

1 1 2 hw 1 2 hw 1
== 1/2)2-(=-22 ) == . 14
”f\J(” E-30) a3 .



Fiir n € Ny von dieser Groflenordnung ist die Stérungstheorie nicht mehr gerechtfertigt,
da die Energiekorrektur grofler wird als die Energiedifferenzen AF,, zwischen benach-
barten ungestérten Zustédnden.

Da nun gilt % > 1 konnten wir dieses Resultat sogar noch vereinfachen
0

(d) Die Energiekorrektur in zweiter Ordnung ist gegeben durch:
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3. Stark Effekt

(a) Das Skalarpotential fiir ein homogenes elektrisches Feld E = Fé, = ~V¢ ist natiirlich
gegeben durch:

$(Z)=-E -z (17)
sodass der Storterm des elektrischen Feldes im Hamiltonoperator wie folgt aussieht
V=ep=-eE2 (18)

(b) Dader Grundzustand |1) = |n = 1,1 = 0,m = 0) des Wasserstoffatoms nichtentartet ist (ab-
gesehen vom Spin up und down), nutzen wir die Formel fiir die nicht-entartete Stérungs-

theorie
B =(11V[1) = =cE [ d'r oo -2 (19)
Die Grundzustandswellenfunktion des Wasserstoffatoms ist gegeben durch
= 2 -r/a
U1,00(7) = 55¢€ 1% ¥5,0(6, ) (20)
CLO ———
=\/1/4n

sodass

E
Eil) == f d3re 2l .,

nay

E 2 1 oo
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(c) Die Matrixelemente lassen sich berechnen zu
(10,0 V [mdm) = [ d*71 0 (7)(~¢E2) () (22)

Wir kénnen nun umschreiben

¥1,0,0(7) = u1,0(r)Yo,0(0,0) = \/i—ﬂul,o(T) (23)
'l/Jn,l,m('F) = Un,l(r)Y},m(gv ¢) (24)

z=rcosh =1/ %YLO(G,(;S) (25)

und nutzen die Orthogonalitét der Kugelflichenfunktionen:

27 T
[ do [ dsingY;, (0, 6) i (0, 8) = b (26)
0 0 ’
um zu berechnen

(10,0 V [, dm) = [ d*ri 0(F)(-eE2) 1. (7)

:f d¢f dosmof drr? ulo(r))(—eEr\/fofo(&é))

(un,l(’r)}/l,m(97¢))
—eF oo 27 T
:%/0 drr?’uio(r)un’l(r)[o qu/O dGSiHGYfO(G,QZ)))ﬁm(G,qﬁ)
=01,10m,0

=0110m,0—= f drr? u o(7)un () (27)

(d) Wir bekommen fiir die Grundzustandsenergiekorrektur zweiter Ordnung

o n-1 I (1,0,0|V|n,l7m| 1 ‘10,0|V|2,l,m)|
5@ _ |
1 l
:_iz Z|(100|V|2,l,m)| :_7|(1,0,0|f/|2,1,0)|2 (28)
3 0 1=0 m=-1 3R0

~61,18m,0
wobei wir geniihert haben, dass nur die Korrekturen durch die n = 2 Zustédnde relevant

sind und Ry = Qm% = % die Rydberg-Energie mit dem Bohrradius ag = Tr":—; ist. Wir

benétigen nun noch

1 T o __r
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und berechnen nun

_3r
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_ 5 oo 7
= ﬂf deate™ = 2 \/_ean (31)
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Damit bekommen wir nun fiir die Grundzustandsenergiekorrektur zweiter Ordnung

4 N 2 4 215
E® s = [(1,0,0|V]2,1,0)] = ——— =242 2
1 3R0|( | | >| 3R 310 a’O



217 620% 9 218 3.2
= _ST(ﬁ)E = —ﬁQOE (32)
2(L0

Die Anderung der Grundzustandsenergie durch das elektrische Feld ist proportional zu
E?. Diesen Effekt nennt man quadratischen Stark-Effekt. Der lineare Stark-Effekt tritt
bei entarteten Energieniveaus auf(z.B. n = 2), siehe hierzu das Vorlesungsscript.



