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Aufgabe 7.1: Der harmonische Oszillator (12 Punkte)

Ein Teilchen der Masse m befinde sich in einem quadratischen Potential, d.h. der Hamiltonoperator

ist gegeben durch
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worin die Frequenz w das Potential beschreibt.

(a) Die allgemeine Losung der klassischen Hamilton-Gleichungen ist

. (h)é (ae—iwt_l_be—l-iwt)’ (2)
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worin a und b Konstanten der Integration sind. Aus welcher physikalischen Forderung folgt,

dass b = a* sein muss? (1 Punkt)

(b) In der Quantenmechanik werden die Funktionen ¢ und p = mg zu hermiteschen Operatoren
¢ und p zum Zeitpunkt ¢ = 0. Da ¢ und p durch a und a* ausgedriickt werden koénnen,
werden @ und a* zu nicht-hermiteschen Operatoren d und af. Zeigen Sie, dass [a,a] = 0,
[a,a'] = 1 und [af,a'] = 0 gelten. (3 Punkte)

Bemerkung: Die Operatoren & und &' bezeichnet man als Absteigeopertor bzw. Aufsteige-
operator in der Quantenmechanik. In der Quantenfeldtheorie sind solche Operatoren von
grof$er physikalischer Bedeutung, weil diese dem Vernichtungsoperator bzw. FErzeugungsop-

erator eines Teilchens entsprechen.
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(c)

(d)

Driicken Sie den Hamiltonoperator H durch die Operatoren @ und a' aus. Bestimmen Sie

danach den minimalen Wert der Energie des Teilchens in diesem Potential. (2 Punkte)

Man bezeichnet den Zustand der minimalen Energie als |0). Beweisen Sie, dass al0) = 0
gilt. Zeigen Sie, dass |1) = a|0) ein Eigenzustand des Operators N = afa zum Eigenwert 1
ist. Zeigen Sie, dass |0) = a|1) gilt. Berechnen Sie die Energie des Teilchens im Zustand |1).
Vergleichen Sie danach By = (1|H|1) mit Ey = (0|H|0). (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass der normierte und wie folgt definierte Zustand

In) = \;m(aT)”\m fir n = 1,2,3,... (3)

ein Eigenzustand des Operators N = afa zum Figenwert n ist. Zeigen Sie danach, das der

Zustand |n) der Energie E,, = iw(n + 1/2) entspricht. (2 Punkte)

Aufgabe 7.2: Vollstindigkeit (6 Punkte)

Betrachten Sie den von den Funktionen {1,sinz,sin?z, cos

22, sin 2z, cos 22} aufgespannten Vek-

torraum (der Definitionsbereich der Funktionen sei [0, 27]).

(a)
(b)

Bestimmen Sie die Dimension des Raumes. (2 Punkte)

Geben Sie eine Basis an und zeigen Sie deren Vollsténdigkeit und lineare Unabhangigkeit.
(4 Punkte)

Aufgabe 7.3: Die Schwarzsche Ungleichung (6 Punkte)

(a)

(b)

Beweisen Sie mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung die Dreiecksungleichung:

VW) = V{6, 0)| < Vo+o,v+¢) < VW,v)+(s,¢) (4 Punkte) (4)

Betrachten wir nun einen Zustand mit der Wellenfunktion y, in dem ein linearer Opera-
tor O die verschwindende Standardabweichung besitzt. Zeigen Sie, dass die Schwarzsche
Ungleichung fiir Zustande y und Oy saturiert ist, d.h. die Schwarzsche Gleichung gilt. (2
Punkte)
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