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1. Skalarprodukt im ¢? und £?

Das Skalarprodukt zweier Objekte 1, x € V des Vektorraums V ist eine Abbildung

v,xeEV—=(¢¥|x)eC
mit den Eigenschaften (A, A2 € C):

e (Sesqui-)Linearitét:

(¢ ] Aixa + Aaxz) = MY | xa) + A9 | x2)
(M1 + Aatha | x) = AT(¥1 [ x) + A5(¢2 | X)

e Hermitizitéat:

(P 1x)={x1¢) (2)
e Positive Definitheit:
() =I¢]*=0 (3)
(a) Betrachten wir zunéichst den Vektorraum C”, also die Menge der n-dimensionalen kom-
plexen Vektoren ¢ = (c1,c¢a,...,c,)T € C". Zeige, dass die Definition

<a|b>::aTb:Za;‘bi (4)

die Eigenschaften (1)-(3) eines Skalarprodukts erfiillt wobei
Al = (A7) al = (") (5)

(b) Der Abschluss n — oo von C" definiert den Vektorraum der quadratisch summierbaren
Zahlenfolgen

= {la): Y luul’ < 0 ©)
{(o: 3o <20}

Die Folgenglieder a,, definieren dann die Eintriige a = (a1, as,...) € £? eines unendlich
dimensionalen, jedoch diskreten Vektors. Betrachte nun die Folgen

ans1 = 1/Vn! b, =1/n cny1 =¢q" (0 <]q] <1),

berechne jeweils das Normquadrat || .. .||? und zeige damit, dass die Folgen ay, by, ¢, €
02,



(¢) Seien nun f(z),g(z) : R — C komplexe quadratintegrable Funktionen (siche Teilaufgabe
(d) fiir deren Definition). Zeigen Sie, dass fiir diesen Funktionenraum ein Skalarprodukt
durch

(9= [ " def (@)g(a) (7)

— 00

definiert werden kann, d.h. die Eigenschaften eines Skalarprodukts erfiillt sind.

(d) Betrachte nun den Vektorraum der quadratintegrablen Funktionen f:R — C

e={rroc | 1= [ aler <o )

— 00

Zeige durch eine Entwicklung der Funktionen f(z) = Y ,° a,P,(z) in eine geeignete
orthonormale und vollstéindige Basis * {P,} (n € Np) mit

/ dx P} (2) Py = 6nm

oo 9)
S P Pala) = 8w — @)

dass die Projektion des Funktionenraums £2 auf den Vektorraum ¢? eine Isomorphie ist.
Es geniigt hierbei zu zeigen, wie die a,, durch f(z) ausgedriickt werden kénnen und dass
gilt

o0
|fIP <00 < Z|an|2<oo.

n=0

(e) Zeigen Sie, dass fiir quadratintegrable Funktionen f,g: R — C gilt

oo

o' @) (impo@)) = [ e (i) o) = (@)s19) (10

— 00

19)9) = |

—0o0
2. Erwartungswerte einer gaussférmigen Wellenfunktion

Betrachte die Wellenfunktion (o > 0):

1 _(@==)®
Y(z) = (ro2)i/i 402 (11)

a) Zeige, dass die Wellenfunktion normiert ist bzgl. der Norm des Skalarprodukts (7).
b) Berechne den Ortserwartungswert (&) = (v | & | ¢) = [*_dzx- ()|

(
(

)
)
(c) Berechne die Standardabweichung AX = \/(42?) — ()2 der Wellenfunktion.
(d) Berechne den mittleren Impuls des Teilchens? (p) = (¢ | p | ) = [*°_ dwy*(z) 20,0 (x).
)

(e) Berechne das Unschirfeprodukt AX - AP und zeige, dass ein Gausspaket minimal
Unschirfe besitzt nach der Heisenberg’schen Unschérferelation AX - AP > h/2.

12.B. in eine Fourierreihe
2Fiir eine ebene Welle mit Impuls p = hk (k ist Wellenvektor) kann man sich leicht klar machen, dass der
Operator p = %81 der Impulsoperator ist. Hier gilt ndmlich mit ¢¥(z) = ¢- ekt — ¢ ¢r/h Jdass

(9) = e [ dzemreirRo,ernh — . [ ds (@) = p

wobei wir 1 normiert hatten.



