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1. Wellenpaket und Kontinuitätsgleichung (6,5 Punkte, schriftlich)

Gegeben ist ein zeitabhängiges eindimensionales Gauss’sches Wellenpaket, das wir schrei-
ben als
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einfach zu machen, berechen wir direkt die Wahrscheinlichkeitsdichte
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Die Integrale, die wir benötigen werden lauten∫ ∞
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(a) (1 Punkt) Damit lässt sich die Normierung leicht berechnen
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(b) (1 Punkt) Hier setzen wir die Wellenfunktion in der SchrödingerGleichung eines freien
Teilchens ein. Da wir die Ableitungen später noch benötigen werden, berechnen wir hier
gleich alle notwendigen
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Wollen wir nun zeigen, dass die Wellenfunktion die SG löst, setzen wir (5) und (7) ein,
und sehen sofort

Ĥ ψ(x, t) = i~∂tψ(x, t)
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2m
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dass die Gleichung gelöst wird.

(c) (2 Punkte) Hier werden Erw.werte von x̂ und p̂, zusammen mit deren Standardabwei-

chungen bestimmt. In jedem Integral werden wir die Substitution
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Um die letzte Umformung bei 〈p̂2〉t zu sehen, setzt man am besten die verwendeten

Abkürzungen ein, 1 − γ2
t

2β2
t
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t )∗γ2

t
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= 1 − (β2
t )∗

2σ2 =
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2σ2 . Wir sehen also, dass das

Wellenpaket die minimale Unschärfe nur zum Zeitpunkt t = 0 hat.

(d) (1 Punkt) Als nächstes skizzieren wir die Wahrscheinlichkeitsdichte ρ(x, t) zu verschie-

denen Zeiten t̃ = t
τ mit τ = 2mσ2

~ (siehe Abb. 1). Anhand der Standardabweichung

∆X(t) = σ
√

1 + t̃2 sehen wir, dass das Wellenpaket zerfließt; und zwar für Zeiten t < τ
relativ gemächlich, und für Zeiten t > τ deutlich schneller.

(e) (1,5 Punkte)

Nun zeigen wir noch, dass die Kontinuitätsgleichung erfüllt ist. Dazu berechnen wir
zunächst den Strom und dessen räumliche Ableitung
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Abbildung 1: zerfließendes Wellenpaket (x0 = 0)
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Nun berechnen wir die zeitliche Änderung der Wahrscheinlichkeitsdichte (1)
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Hier haben wir verwendet ∂γt
∂t = ~t̃

2mγt
.

2. Rechnen mit Operatoren (3 Punkte, mündlich)

(a) (1 Punkt) Wir beweisen
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• Induktionsvermutung: Für ein n ∈ N gelte (8).

• Induktionsschritt: Betrachte n→ n+ 1
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B̂m[Â, B̂]B̂n−1−m =

n−1∑
m=0

B̂mB̂n−1−m[Â, B̂]
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(c) (1 Punkt) Berechne
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wobei wir am Ende den binomischen Lehrsatz verwendet haben.

3. Ehrenfest Theorem (2,5 Punkte mündlich)

Nutze die Schrödingergleichung und die konjugierte Schrödingergleichung1
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1Beachte hierbei dass Ĥ = Ĥ† hermitesch ist und die Wirkung des Hamiltonoperators nach links und rechts
die selbe ist.
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Damit erhalten wir also für die zeitliche Änderung der Erwartungswerte

∂t〈 x̂ 〉t =
1

m
〈 p̂ 〉t (19)

∂t〈 p̂ 〉t = −nλ〈 x̂n−1 〉t (20)
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(b) (0,5 Punkte) Die klassischen Bewegungsgleichungen für das Potential V (x) = λxn lauten

mẍ = Fx = −∂x V (x) = −nλxn−1 . (23)

Der klass. Ort entspricht dem qm. Erw.wert des Ortsoperators, also x(t) = 〈x 〉t. Damit
stimmen die klass. und die qm. Bew.gleichungen nur dann überein, wenn ∆x(n−1) = 0 in
(22). Dies ist jedoch nur erfüllt für n ≤ 2, und insbesondere ist es für den harmonischen
Oszillator (n=2) erfüllt.

4. Zusatz zur Aufgabe 1

Falls ihr im Tutorium noch genuegend Zeit uebrig habt, (und Interesse seitens der Studenten
besteht) waere es nett, wenn ihr noch zeigen koenntet wie man auf die Wellenfunktion ψ(x, t)
in der ersten Aufgabe kommt. Hier die Herleitung dazu. (Manche Studenten werden das
vielleicht schon gesehen haben, da es Teil der einer Aufgabe von vor 2 Jahren war.)

(a) Zunaechst suchen wir die Loesung der eindimensionalen freien Schr Gleichung.
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Hier sehen wir, dass die Funktion ψ(x, t) also die FourierTransformierte einer GaussFunk-
tion ist. Zur Berechnung machen wir eine quadratische Ergaenzung
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wobei wir genutzt haben σ = ~
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Also haben wir wieder eine Gauß-Kurve, wobei die Breite σ gerade invers-proportional
zur Breite der Impulsverteilung σ0 ist.
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