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Vorbemerkung: Impulsdarstellung und Fouriertransformationen

Die Ortsdarstellung der Impulseigenfunktionen (eindimensional)

plp)=plp) (1)

ist gegeben durch die Projektion auf den Bra (x |:

(lplpy=plzln) — Lozl =pelp) - hs@=pl) @)
sodass:
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Unter Ausnutzung der Orthonormalitéit und Vollstéindigkeit der Orts- und Impulseigenfunktio-
nen | z),| p) (beachte, dass p = p! hermitesche Operatoren sind)

(z]2") =6(x—2') ]l:/dm|x><:17\ (4)
(plp)=dp—p) 1 :/dp|p><p| (5)

kénnen wir nun einfach jeden Zustand | ¢ ) in Ortsdarstellung ¢ (z) = (x | ¥) in Impulsdarstel-
lung ¢ (p) = (p | ¥) umschreiben via

w@zuww=/m (p| ) «uw:/M@wwm (6)
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Eine analoge Rechnung vom Impuls- in die Ortsdarstellung liefert insgesamt:
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Die Impuls- und Ortsdarstellung lassen sich also durch Fouriertransformationen (bis auf Faktoren
von h) ineinander iiberfithren.
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1. Impulsdarstellung und Fouriertransformationen (3,5 Punkte, schriftlich)

(a) Berechnen Sie die Fouriertransformierte und damit die Impulsdarstellung der Delta-
Funktion d(x). Zeigen Sie damit, dass gilt
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(b) Zeige Sie, dass die Fouriertransformierte einer Faltung im Ortsraum im Impulsraum
durch ein Produkt schreiben lasst

dx
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(c) Leiten Sie die Impulsdarstellung der Schrodingergleichung ausgehen von ihrer Darstel-
lung im Ortsraum

e[ [ s’ o - a)g(a')] = VERRF(D)g(r) (10)
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her. Fouriertransformieren Sie hierfiir beide Seiten der Gleichung (11) via (7). Sie kénnen
hierbei nutzen, dass sich V(z) = > ° V2™ in eine Potenzreihe entwickeln lassen soll.

(d) Betrachten Sie nun ein konstantes Potential V(x) = V. Was sind die Eigenfunktionen
¥ (p) und die Dispersion E, des Teilchens?
2. Freies Teilchen im homogenen Feld (2,5 Punkte, miindlich)

Ein homogenes Feld, das auf ein Teilchen wirkt, wird durch das Potential
V(X)=—F -z (12)

beschrieben. Die Schrodingergleichung fiir dieses System hat im Ortsraum die Form der
Airy-Differentialgleichung

f'(@) = fx) =0. (13)
Im Impulsraum 148t sich die Losung dieses Problems allerdings leichter finden.
(a) Geben Sie die Impulsraumdarstellung fiir die Schrédingergleichung eines Teilchens in
einem homogenen Feld an.

(b) Bestimmen Sie die Wellenfunktion (p), die diese Differentialgleichung erster Ordnung
16st,,

(c) Zeigen Sie, dass diese Losung beim Wechsel zuriick in den Ortsraum zu der impliziten
Gleichung fiir die Airy-Funktion

A; (&) :/i—ucos(% +§u> (14)

fithrt.



3. Unschiirfe in einer endlichen Dimension (4 Punkte, miindlich)

In der Vorlesung haben wir die Herleitung der allgemeinen Unschérferelation fiir hermitesche
Operatoren kennengelernt. Man findet die Ungleichung?!

(20 (AP > ¢ [0, 7]) (15)
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Typischerweise ergibt sich fiir das Unschérfeprodukt aus Ort und Impuls in einer (unendlich
ausgedehnten) Dimension

2
(a9)%) ((2a)) > 2
In dieser Aufgabe wollen wir nun die Unschérfe aus Ort und Impuls in einer endlich ausge-
dehnten Dimension, x € [0, R], untersuchen, wobei wir periodische Randbedingungen, d.h.
¥(z + R) = 9(x), annehmen wollen.? Die Unschiirfe des Impulses sollte sich weiterhin iiber
den gesamten Impulsraum ausdehnen kénnen, wohingegen die Unschérfe des Ortes nun auf
ein endliches Intervall beschrénkt sein sollte.

(a) Losen Sie zunichst die Schrédinger-Gleichung eines freien Teilchens und bestimmen Sie
die Quantisierung der Energie durch die gewahlten Randbedingungen.

Die Problematik in dieser Aufgabe liegt darin einen sinnvollen Ortsoperator & zu finden,
dessen Eigenwerte auch nur im Bereich « € [0, R] zu finden sind. Dass der gewdhnliche
Ortsoperator nicht sinnvoll ist, erkennt man durch Betrachtung der Wellenfunktion @(x) =
Z1(x). Diese Funktion erfiillt nicht mehr die periodischen Randbedingungen,
b+ R)=(r+R)Y(x+R) # zi(x) =(z),
Y ()

und kann damit nicht mehr Teil des Hilbertraumes erlaubter Wellenfunktionen sein. Wir
schlagen deshalb zwei bessere Wahlen von Ortsoperatoren vor, ndmlich

41 =4 mod R, (16)
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Obwohl die Wahl des hermiteschen Operators &; (16) sehr viel geeigneter erscheint, werden
wir uns in dieser Aufgabe dem nicht-hermiteschen Operator® &5 (17) zuwenden.

(b) Zeigen Sie, dass fiir einen Operator A gilt: sin?(A) + cos?(A) = I , wobei I der Iden-
titdtsoperator ist.

(¢) Berechnen Sie nun jeweils das Unschérfeprodukt (15) der hermiteschen Operatoren Zo.
und Z9s mit dem Impulsoperator p.
Fiihren Sie dann die GréBe ((Ads)?) = (A#) A#,) ein, und zeigen Sie mittels der beiden
Ungleichungen, dass gilt

(29 (Ad)?) > I (%) - tad) . a8)

Intepretieren Sie das Ergebnis.
(d) Fiihren Sie schliefilich in (18) den Grenziibergang R — oo durch.

IDie Ungleichung gilt auch nur fiir hermitesche Operatoren.

?Dieses Problem ist analog zu einem Teilchen auf einem Ring.

3Der franz. Physiker Lévy-Leblond hat einst ein Paper mit dem vielversprechenden Titel ‘Who is afraid of
non-hermitian operators? A quantum description of angle and phase’ geschrieben. Also bleiben Sie entspannt.
Referenz: ‘Lévy-Leblond, (1976), Annals of Physics, 101, p.319-341’



