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1. Impulsdarstellung und Fouriertransformationen (3,5 Punkte, schriftlich)

(a) (0,5 Punkte) Wir berechnen die Fouriertransformierte § bzw. die Impulsdarstellung der
0(x) Funktion als
- dx . 1
op = | ———=e P/ hG(2) = — . 1
g V2mh (=) 21h )

Beachte hier, die Fouriertransformierte einer delta-Funktion ist eine Konstante. Setzen
wir diese Konstante in die Riicktransformation ein, erhalten wir

_ dp ipx/h§ _/ dp sz/h_/dk
d(x) = 57" op = 5T =/ 5 . (2)

Falls ihr die Aufgabe 1,d) aus dem Ortsraum kommend nachrechnen wollt, benstigt ihr
ebenso die Fouriertransformierte der 6(p) Funktion. Diese lautet analog

- dp . 1
0p = | ——=€P"§(p) = :
V2mh () 2mh

(3)
und damit
—ipz/hs —ipz/h __ 7, TpT
o(p) = Nz 0 = /27rh /Qwe ’ @

Dariiberhinaus wurden wir darauf hingewiesen, dass die Fouriertansformation nur unter
dem Integral definiert sei. Ahm... wir driicken hier beide Augen zu. ;)

(b) (1 Punkt) Betrachte

% i/ /dx fla—a)g(a)] (5)
ﬂpm/h

v ' G

d /d /! .
:/(2ph)€/2 / // /dxez(p p)r/h/dx/el(p —p' )z’ /h

_27r5(p —p’ )

eip T— a:)/hf 'Lp”:p’/hg(p//)

_271'5(

= /(;lih%f(p/)g(p”)Qﬂh(s(p/ —p)2xhé(p” — p') = V2rhf(p)g(p) (6)

wobei wir verwendet haben d(a - z) = 1/|al - §(z).

(¢) (1 Punkt) Betrachte die Schrédingergleichung im Ortsraum

22
[_ 2m

+V(@)]¢(x) = Ep(x) (7)

und transformiere diese in den Impulsraum durch die auf dem Ubungsblatt angegebene
Fouriertransformation

dx ; h%02 dx

_ —ipz/hf_ xz — —ipx/h

o HV @l / N )
E4(p)



Wende nun zwei mal eine partielle Integration auf der linken Seite an

dz h%9? —ipz)
(o) 4V (@] = Bl )
=p2/2m

und schreibe V(z) = Y77 (Voo

de p2 S n 7sz
ﬁw(m)[%+zvn ar, et = By(p) (10)

n=0 (=h/iop)n

dx
7+ V (—h/id,)" ———(x)e —ipz/h _ = Ev(p) (11)
*JFZV (=h/i8,)" |4 (p) = Ex(p) (12)
2 v(h/io))]um) = Evp) (13)

(d) (1 Punkt) Fiir ein konstantes Potential V' (x) = V; ist die Schrédingergleichung in Im-
pulsdarstellung gerade

2 V(-/i0,)0) = Ev(p) (14
2

[y + Valu(p) = Bu(p) (15)

Damit erhdlt man automatisch die Dispersionrelation E, = Vm—% eines freien Teilchens
im Potential V5. Um die Eigenfunktionen ¢ (p) zu finden, macht man sich am besten klar,
dass auf der linken Seite mit [£— p° -+Vp] eine Funktion von p steht und rechts eine konstante
E vor ¢(p) zu finden ist. Die Glelchung kann nur dann erfiillt sein, wenn ¢ (p) = 6(p—po)
mit pg = v/2m(E — Vp). Wer das nicht glaubt, kann das Problem natiirlich auch einfach
im Ortsraum l6sen und Fourier transformieren.

Man beachte, dass die Funktionen 9 (p) o d(p — pp) nicht Teil des quadratintegrablen
Hilbertraums sind; genauso wenig wie ihre Ortsraumdarstellungen () oc ePo%/,

2. Freies Teilchen im homogenen Feld (2,5 Punkte, miindlich)

(a) (0,5 Punkte) Im Impulsraum ist die Schrédinger-Gleichung (nach (11)) gegeben durch
die Differentialgleichung erster Ordnung

P - ~di(p)
dp

2mw(p) —ihF = Ey(p). (16)

(b) (1 Punkt) Diese Differentialgleichung 148t sich durch Trennung der Verénderlichen

p2

—zidw— — (E— %) dp (17)

und Integration auf beiden Seiten

3

() L (e ) =

16sen. Damit erhélt man fiir die Wellenfunktion im Impulsraum

3

E p
¥(p) O<e><p(277FJD— GmhF) (19)




(¢) (1 Punkt) Wechselt man zuriick in den Ortsraum

dp ; pT

x) = el 20
() Torn ¥(p) (20)
erhélt man das Integral
E 3
P(x) u/dpexp(i[%(x—i—;) - GTZHF}). (21)
Betrachtet man die Gleichung sieht man zuerst, dass die Energie E nur als Verschiebung

um o = —% eingeht. Dies ist gerade der klassische Umkehrpunkt, bei dem E = V' (z)

gilt. Zum anderen erhalten wir eine Liangenskala ¢

3 h?
0° = 22
2m|F| (22)
P(x) / dp exp (z [p—g %0 sign(F)@D (23)
Varh ho 3h? 1)
Fiihren wir die dimensionslosen Variablen
E=(x—x0)/¢ und u=pl/h (24)

ein benutzen die Eulersche Formel und beriicksichtigen, dass sin(z) eine ungerade Funk-
tion ist erhalten wir damit

3

() x /du COS(% - sign(F)fu). (25)
Dies ist gerade die implizite Gleichung fiir die Airy-Funktion, wobei
¥(§) ox Ai(—sign(F)E). (26)

Nebenbemerkung:
Setzt man die dimensionslosen Variablen § und v in die Schrédinger-Gleichung ein, erhélt
man (§ = —sign(F)¢) die Airy-Differentialgleichung

V" (€) = Ev(E) = 0. (27)

Diese hat zwei linear unabhingige Losungen, die Airy-Funktionen A; und B; (B; di-
vergiert fiir £ — oo und ist daher unphysikalisch.). In Abb. 1 sind die Wellenfunktion
(27) und das effektive Potential V¢// = =20 dargestellt. Die Wellenfunktion oszilliert
sin(2(¢]3/2+ =

%, und sowie das Potential

_20¢3/2
positiv wird, fillt die Wellenfunktion expontiell ab wie 1(£) %.

fiir £ < 0, d.h. negatives Potential, wie ¥(£) o

— W@

Abbildung 1: Airy-Funktionen



3. Unschiirfe in einer endlichen Dimension (4 Punkte, miindlich)

(a) (1 Punkt)
Wir 16sen zunéchst die SchrodingerGleichung eines freien Teilchens —%8§¢(x) = FE,

und finden direkt die allgemeine Losung
() =A™ + Be~ e

wobei k = Q’géE . Fordern wir nun dass die periodischen Randbedingungen erfuellt wer-

den sollen, erhalten wir direkt die Quantisierung ¢ (x + R) = Aekftetk®  Be~iklig—ike =
Y(x), = eT*F =1, = k, R = 2mn fiir n = {0,41,+2,...}. Fuer die Energie ergibt sich

folglich E,, = Rk _ 2m’h? 2

2m mR?
(b) (0,5 Punkte)
Die Identitaet sin?(A) 4 cos?(A) = I fuer den Operator A ist dank der Baker Hausdorff

Formel (¢4 ¢4 = [) leicht zu zeigen. Da wir €' = cos ([l) +isin (A) schreiben koen-
nen, koennen wir ebenfalls cos (fi) = % (e“i + e_“i> , bzw. sin (A) = i (e“i — e_“i>
schreiben.

Damit ergibt sich

cos?(A) +sin?(A) =

(¢) (1,5 Punkte)
2 2
Wir benutzen den Operator T, = cos<£i> +1 sin(ér:i:) und berechnen jeweils das

=T2c =Zx2s

Unschérfeprodukt von Zs., £ mit dem Impulsoperator p. Dafuer brauchen wir lediglich

(3] 15 4(3)
3] w).
und erhalten die Ungleichungen (mit GL. (15) des Aufgabenblattes)
(80 (Beos( B2 )= (2;;) (s 2 (25)
(807 ((@sin( 2 )72 = ’% (2}’{) foos( 572 )2 (29)

Nun berechnen wir die Grofle



(d)

wobei wir in der letzten Umformung verwendet haben 1 = (cos?(35&) + sin%%i)).
Schliefllich addieren wir die beiden Ungleichungen (29) und (29), und setzen (30)und

(31) ein, und wir erhalten die gesuchte Ungleichung

R R B2 f2m)\? R
(i) = () - (@) (32
Intepretation: Hier sehen wir, dass der Impuls scharf bestimmt werden kann (Ap =
0), und der Ort dennoch nicht unendlich unbestimmt sein muss (wie bei einem freien
Teilchen in einer unendlich ausgedehnten Dimension), sondern einen endlichen Wert der
Unbestimmbheit annimmt, némlich ((A#3)?) = 1.

(1 Punkt)

Nun fithren wir den Grenziibergang R — oo in (32) durch. Dazu entwickeln wir (30) bis
zur quadratischen Ordnung in %, d.h.

(Af2)%) =1 - (cos(i;ri’))? - <Sin<2]§ip)>2

2T 2

S (= 2 (8 (T )

Also finden wir (££)2((Ad2)?) — ((A#)?) und ((Ad3)?) — 0 und letztendlich erhalten
wir angenehmerweise wieder die standard Unschérferelation

(@0 (A = 2

4. Zusatzinformation zu Aufgabe 3

(a)

Dass ((Af2)?) = 1 tatsichlich gilt, kann man leicht nachrechnen. Dazu nehmen wir die
allgemeine Wellenfunktion t(z) = Ae?*n® 4 Be~"%=% ; herechnen damit den Erwartungs-
wert

R
@) = [ o (e
0
R -2 ; ;
_ dl‘ezﬁz [|A|2—|— |B|2+AB*612knz+A*Befz2knz]
0
:O B

und erhalten ((AZ2)2?) = 1 — [(e!F#)|2 = 1. Schliesslich erhilt man fiir das hiesige
Problem die Ungleichung ((Ap)?) ((A%2)?) > 0.

Das haben wir getan um die andere Wahl des Ortsoperators £; = & mod R leichter
analysieren zu k\”onnen, da dieser nicht zu solch einer leicht interpretierbarer Unglei-
chung (32) fithrt. Dennoch kann man das Unschérfeprodukt berechnen. Um dies zu tun,
driicken wir den Operator geschickt mittels f-Funktionen aus, ndmlich (in Ortsdarstel-
lung)

T :m—RiG(x—nR)—l—RiG(—nR—x).

n=1 n=0



Fiir den Kommutator erhalten wir damit

—— —_———

n=1 n=0

§(z—nR) —d(z+nR)

=ih—ihR Y d(z —nR),

n=—oo

und fiir den Erwartungswert

1-R i 0(x —nR)

n=—oo

R
([#1,9]) =m/0 dzx

o R+«
=ihR — ihR lim > /0 dzé(x —nR)=0.

n=-—o00 +o

On,1

Letztlich erhélt man damit dieselbe Ungleichung wie fiir Z9, allerdings ist die Interpre-
tation nicht so eindeutig wie im vorigen Fall.

(c) Die Herleitung der Unschérferelation fiihrt eigentlich zu der folgenden Ungleichung (siehe
Skript)

(a0 (AP = ([0 [ + 1| {a0,aPh,

wobei der letzte Term normlerweise einfach vernachléssigt wird. Nun kann man iiberle-
gen, dass im Falle eines verschwindenden Kommutatorterms ( 0,P ) = 0, eventuell der

Antikommutatorterm eine untere Schranke liefert. Nichtsdestotrotz liefert dieser Term
ebenfalls eine null, sowie man sich in einem Impulseigenzustand, d.h. AP | ) = 0,
befindet.



