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1. Pauli-Matrizen und Spin (5 Punkte, schriftlich)

Die Pauli-Matrizen sind definiert über

σx = σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σy = σ2 =

(
0 −i
i 0

)
und σz = σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (1)

Der s = 1
2 Spin eines Elektrons kann beschrieben werden durch die Operatoren

~S =

ŜxŜy
Ŝz

 =
~
2

σxσy
σz

 =
~
2
~σ. (2)

(a) Beweisen Sie die Formel

σjσk = 12δjk + iεjkmσm (3)

wobei 12 = diag(1, 1). Leiten Sie daraus

{σj , σk} = 212δjk [σj , σk] = 2iεjkmσm (4)

her und zeigen Sie, dass
[
Ŝj , Ŝk] = i~εjklŜl gilt. Die Spinoperatoren erüllen also eine

Drehimpulsalgebra1.

(b) Beweisen Sie für beliebige ~a,~b ∈ C3, dass

(~a · ~σ)(~b · ~σ) = (~a ·~b)12 + i(~a×~b) · ~σ (5)

(c) Bestimmen Sie die normierten Eigenzustände/Eigenvektoren und Eigenwerte der Ŝi. In
welcher Spin-Eigenbasis arbeiten wir, wenn wir die Pauli-Matrizen als Darstellung des
Spins benutzen?

(d) Bestimmen Sie ~S2 und zeigen Sie, dass die Eigenzustände von Ŝi auch Eigenzustände

von ~S2 sind. Welche Eigenwerte besitzt ~S2?

(e) Seien | ↑ 〉=̂
(

1
0

)
und | ↓ 〉=̂

(
0
1

)
nun die Eigenzustände zu Sz. Bestimmen Sie die Wir-

kung der Leiteroperatoren S± = Sx± iSy auf | ↑ 〉, | ↓ 〉 und könnten wir diese auch ohne
explizite Rechnung bestimmen?

2. Spindrehungen und unitäre Matrizen (4 Punkte, mündlich)

In der Vorlesung haben Sie gesehen wie ein skalares Feld unter Rotation (r′ = Rr, mit R eine
3 × 3 -Drehmatrix) transformiert. In dieser Aufgabe soll nun das Transformationsverhalten
für mehrkomponentige Felder unter Rotation untersucht werden. Insbesondere wollen wir
herleiten wie ein zweikomponentiger Spinor transformiert. Systematisch kann man für ein
skalares Feld ϕ, für einen zweikomponentigen Spinor ψ = (ψ1, ψ2)

T
, und für einen dreikom-

ponentigen Vektor A = (A1, A2, A3)
T

schreiben

ϕ′(r′) =ϕ(r)

ϕ′(r) =UL ϕ(r)

ψ′(r′) =US ψ(r)

ψ′(r) =USUL ψ(r)

A′(r′) =RA(r)

A′(r) =RULA(r) .

Hierbei wirken Us und R auf die mehrdimensionalen Strukturen, wobei UL auf die jeweiligen

skalaren Komponenten wirkt. Der unitäre Operator UL = exp
(
− i

~
~φ · ~L

)
sei bekannt, genau-

so wie die Drehmatrix R (z.B. für eine Drehung um einen kleinen Winkel ~φ, R~a ≈ ~a+ ~φ×~a).

1Diese entspricht einer Lie-Algebra su(2).
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Eine explizite Form für den ‘Spindrehoperator’ US leiten wir unter Annahme der Invarianz
der Pauli-Gleichung unter Rotation her. (Drehen wir das Koordinatensystem und alle darin
befindlichen räumlichen Felder gleichermaßen, muss die Gleichung dieselbe Form haben.)
Die Pauli-Gleichung beschreibt ein geladenes Spin- 12 -Teilchen in einem elektromagnetischen
Feld

i~∂tψ(r, t) = Ĥ(r)ψ(r, t) =
[ 1

2m

(
~p− e

c
~A(r)

)2
+ eU(r) + µB ~σ · ~B(r)︸ ︷︷ ︸

ĤB(r)

]
ψ(r, t) . (6)

(a) Zeigen Sie, dass für zwei Vektoren ~a,~b und eine orthogonale Matrix O gilt: ~aO~b =
~bO−1 ~a.

(b) Benutzen Sie die skalare Wahrscheinlichkeitsdichte ρ(r) = ψ†(r)ψ(r) um zu zeigen, dass
US unitär sein muss.

(c) Im Folgenden genügt es lediglich den Beitrag ĤB(r) des Hamiltonoperators zu be-
trachten. Zeigen Sie aus der Invarianz der Pauli-Gleichung, dass US folgende Gleichung
erfüllen muss

U†S~σUS =R~σ . (7)

Tipp : Ersetzen Sie in (6) alle Felder η(r) durch η′(r′) und vergleichen Sie mit der
urspünglichen Form. Der Spin ändert sich nicht.

(d) Machen Sie nun den Ansatz US = exp
(
− i

~
~φ · ~a

)
, und zeigen Sie, dass für kleine Winkel

~φ aus (7) folgt: ~a ≡ ~S = ~
2~σ.

3. Spin im Magnetfeld (3 Punkte, mündlich)

Ein Teilchen mit Spin 1
2 und dem magnetischen Moment ~µ = − 2µB

~
~S befindet sich in ei-

nem zeitlich konstanten Magnetfeld ~B = (Bx, By, Bz)
T

. Die Kopplung des Spins an das
Magnetfeld wird beschrieben durch den Hamiltonoperator

Ĥ =
2µB
~

~S · ~B .

Offensichtlich stellt der Zeitentwicklungsoperator von diesem Problem

U(t) = exp

(
− i
~
Ĥt

)
= exp

(
− i
~
~φ(t) · ~S

)
ein Spindrehoperator mit dem Drehwinkel ~φ(t) = ~ω t dar. Die Frequenz ist gegeben durch

~ω = 2µB

~
~B.

(a) Zeigen Sie, dass Sie den Zeitentwicklungsoperator (|ψ(t)〉 = U(t) |ψ(0)〉) schreiben können
als

U(t) = exp (−iMt) = cos

(
ω0t

2

)
12 − i

2

ω0
M sin

(
ω0t

2

)
,

mit der Matrix M = 1
2 (ωz σz + ωx σx + ωy σy) und ω0 ≡ |~ω|. Arbeiten Sie in der Basis

{| ↑ 〉, | ↓ 〉} der Sz Eigenvektoren, wobei ~S = ~
2 ~σ.

Tipp : Berechnen Sie M2.

(a) Zur Zeit t = 0 befinde sich das Teilchen im Zustand | ψ(0) 〉 =| ψ↑(0) 〉 ≡| ↑ 〉. Zeigen Sie,
dass sich die Wahrscheinlichkeit P↑↑(t) das Teilchen nach der Zeit t im Zustand | ↑ 〉 zu
finden, schreiben lässt als

P↑↑(t) = | 〈↑|ψ(t)〉 |2 = 1−
ω2
x + ω2

y

ω2
0

sin2

(
ω0t

2

)
.

Berechnen Sie zudem P↓↑(t), die Wahrscheinlichkeit das Teilchen nach der Zeit t im
Zustand | ↓ 〉 zu finden.
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