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1. Quiz (10 Punkte, schriftlich)

a) (2 Punkte) Der Hamiltonoperator in zweidimensionaler Spinbasis [¢) = (| 1),] )" ist
gegeben durch
3 upB
H =
( —NBB>

Die Wahrscheinlichkeit den Energieeigenwert £y = yupB zu messen ist

Pyt =0) = [¢¢ j(0)? =

Ahnliches gilt fiir die Wahrscheinlichkeit E| = —pp B zu messen:

PL(t=0) = [(L RO =

Daraus ergibt sich (H) = 0. Das lésst sich aber auch iiber den herkémmlichen Weg
herleiten:

(H) = % (1 ,-1) (MBB —uBB> (_11) % = % (upB — upB) =0

Die Standardabweichung ist gegeben durch AH = /(H?) — (H)2. Mit H? = (upB)?1,
wobei 1 die 2 x 2 Einheitsmatrix ist, ergibt sich

(H?) = p3B*
Somit ergibt sich fiir die Standardabweichung
AH = pugB
b) (2 Punkte) Der angegebene Zustand ist Eigenzustand des Messoperators

Sulv(0)) = -5 1(0)

Somit wird mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 der Zustand (S,) = —% gemessen. Das
System befindet sich deswegen auch nach der Messung weiterhin in diesem Zustand.

c¢) (3 Punkte) Der Zeitentwicklungsoperator in der Diagonalbasis des Hamiltonians lautet

e_%t
U(t) = < 6“»1;th>

Somit gilt fiir einen beliebigen Zustand

ingB ingB

(1) = ae™ m 1 1) + Be L)

wobei die Koeffizienten o und 8 durch den Zustand bei ¢t = 0, also durch a = —3 = -1

gegeben sind.




d) (3 Punkte) Fiir den Erwartungswert des Operators S, gilt

(So)(t) = ((6)|S:e(t)

_ El(iuBBt _mBBt) 0 1 A
= 55le ,—e~ & 1 o) | mem

hl . .
= 55 (¥R yemit)

= fﬁ cos 2uBBt
2 h

2. Drehimpulsaddition (4 Punkte, schriftlich)

a) (1 Punkt) Fiir die Komponenten des Gesamtdrehimpulses gilt
[ji, jj] = [iq + S, [A/j + §i] = [[A/“IA/]] + [§i, §1] = iheijk(ﬁk + §k) = iheijkjk (1)
b) (1 Punkt) Daraus folgt, dass

und

und . . R
[J%,8%] = [L?+2L-§+§%8% =0
wobei verwendet wurde, dass [§2, §,] = 0. Die letzten beiden Identitéten gelten analog fiir
den Bahndrehlmpuls L. Somit lassen sich simultane Eigenzusténde der Operatoren J2,
J. , 8% und L2 konstruieren. Des Weiteren nehmen die Eigenwerte von J. auf Grund von
Gl. 1 wieder ganz- oder halbzahlige Werte an, wobei die die maximalen und minimalen
Gesamtdrehimpulswerte durch
Mjmax = "M max + Mg max
Mjmin = MMmin + Ms, min
gegeben sind.
b) (2 Punkte) Die Auf- und Absteigeoperatoren sind gegeben durch
j+ = j +ZJ
J o= J,—il,

Deren Wirkung auf Eigenzustéinde von J. und J? ist

Jaljmi) =y J3( +1) = m; (mj + 1) [j,m; 1)

Fir Zustéinde mit minimalem Drehimpuls! ist Mjmin = Mimin + Msmin = —J = —1 —
s = 75 In beiden Basen korrespondlert hierzu jeweils nur ein Zustand Somit ist das
Matrixelement (3 — 2,141 —-1,1 — 7> = 1 und dementsprechend
1 1 1
22 1—1,-— -
-2 =l-1g -3
Der Zustand mit Gesamtdrehimpuls m; = —% erhilt man durch
3 1 - 1 1
7—717 = (L A)l—l,f—f
Iyl 5 15) ++ 54 575
3 1 .1 1 1 11
——=1=) = 210, = — = 1-1,=-=
VS - 215) = VIO, g - ) -1
3 1 .1 2 1 1 1 11
S l2-212) = 4/210,= — =) 4+ —|1—1, -~
|2 2 2> \/; 2 2>+\/§| 22>

1Die analoge Diskussion gilt natiirlich auch fiir den maximalen Drehimpuls wobei hier der Absteigeoperator
verwendet wird.



Der Zustand mit m; = % ist

.31 1 11
Jis -1 = (i 0, -
+|2 % 2> ++3+ (\/>| \[| 22>>
31 1
2912215y = 11, - 10
<253 15) \f\/>| f' '35/ \/>| 103

31 1 1
s1,Ly L1t 2110, ==
sly5lg) = 5l 2>+¢; 0.55)

Der Zustand mit m; = % ist der Zustand mit maximalem Drehimpuls. Das gibt natiirlich
~ 31 1 A
Ji2215) = (L ) 11, = f 0,
+|22 2> + 1S+ <\f| 1
31 .1 1 2 11
eV322,12) = [ —=+v2y/2 |11, ==
Val55.13) <¢§+\f\f3>| 33

31 1 11
S|l==,1-) = |11,=-=
| 22 2> | 2 2>
Zusétzlich zu den Zustédnden mit j = % lassen sich Zustdnde mit j = % konstruieren.
Diese Zusténde besitzen m; = j:% und lassen sich iiber ihre Orthogonalitit zu den
Zusténden [21,13) und |2 — 1,13) finden: (3 +1,14[3 +3,11) = 0. Fiir m; = § findet
man

11,= — =) —

33713/ \[ >/ f' >
1 1 11 2

Z_Z —10. = = V=4 /21 =

| ) 2> \/gl 0.373) \/;|

Dass diese Zustédnde tatsichlich j = % besitzen, ldsst sich mit der Wirkung von J2
iiberpriifen. Somit wurden insgesamt 6 = 3 x 2 Zustdnde gefunden, welches der Di-
mensionalitit des Hilbertraums aufgespannt durch die Drehimpulsoperatoren L und §
entspricht.

und fiir m; = 5

3. Lokale Eichtransformation (4 Punkte, miindlich)

a) (2 Punkte) Die Divergenz des Stromoperators ist

. _ h * * € 2
Vi(r.t) = 2.—V<w Vi = (Vo7) ) = —V (Afy[)
_ 2 _ 2 % _ i 2 _ i * *
= mm (V20— (V20") 9) = — (VA) [9* = — A (V") § + 9" Vo)
Die Ableitung der Dichte nach der Zeit ergibt sich mit der Schrodingergleichung ihdyy) =
H1 zu
0
ap(r,t) = Y O+ (Ow)
1 *
= o (0 HY = (HY)"v) @

wobei dyp* = (#H w)* = —# (H+)" verwendet wurde. Die Wirkung des Hamiltonope-
rators auf die Wellenfunktion ist

<(—mV—e ) )
Hy = |—F——+V|¥
2m

B, ine e
= VAT A (V) + 5 (VA)Y

3)



Eingesetzt in Gl. 1 ergibt das

8 h * * * * *
5P = g (VRO (V) 0) A (V)Y UV 4 (VA) g
= -Vj

die Kontinuitétsgleichung. Die beiden letzten Terme von GIl. 3 entfallen auf Grund der
Asymmetrie von GI. 2.

b) (2 Punkte) Das Vektorpotential transformiert unter Eichtransformation wie
Al(r,t) = A(r,t) + VA(r,t)

Damit ergibt sich fiir den transformierten Stromoperator

o i 1% r 1% /,i 1,0,012
Jo= g WV (Ve ) - A
= D (e iehy (peih) — (v (gre i) ) peied) -
= g (wre BV (velth) — (V (e ) Y pettt) — = (A4 VA) fuf?
g (9ut e 4 2T oy o € :
= gy (VU = (VU) ) 4 25 (VA) [0 — (A + VA) [
= ]

der somit mit der Dichte p invariant unter lokaler Eichtransformation ist.



