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1. Gestorter zweidimensionaler harmonischer Oszillator (7 Punkte, schriftlich)

(a) (0,5 Punkte)
Dass [f[o, ﬁz] = 0 wurde bereits frither gezeigt. Mit H =K32 7 lésst sich direkt zeigen,

dass

Eine Entartung hat immer mit einer Symmetrie im Hamilton-Operator zu tun. Wie auf
Blatt 5 gezeigt wurde, war hier alleine die Rotationssymmetrie beziiglich L, verantwort-
lich fiir die Entartung. Diese Symmetrie ist nun gebrochen, und ergo sollte die Entartung
mindestens teilweise aufgehoben sein. In der Tat ist sie bei diesem Problem komplett
aufgehoben, womit wir Storungsrechnung auch in zweiter Ordnung betreiben kénnen.

(b) (1 Punkt)
Die Matrixelemente lassen sich auch direkt berechnen. Wir erhalten
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Die Elemente sind reell, also gilt auch (nz,ny\ff’m;,n;) = <n;,n;|ﬁ'|nmny> Diago-
nalelemente liefern also somit alle eine 0, genauso wie Zustédnde deren Anregungen sich
um An > 2 unterscheiden. Zum Beispiel kann der Grundzustand nur durch den Zustand

|11) korrigiert werden. (Dazu kommen wir in Teil e).)
(¢) (1,5 Punkte)

Der zweifach entartete erste angeregte Zustand E§O) = 2hw beinhaltet die Zusténde
|10}, |01). Wir werden im Folgenden die Matrixelemente fiir H' so abkiirzen H, =

nwny,n;ny
(ng,ny|H' |}, ny). Wie man aus (1) direkt erkennt sind nur Hi, o = & von null ver-
schieden. Wir berechnen also die Determinante

Die dazugehorigen Eigenvektoren lauten (Man erinnere sich an den -1 Trick’ aus Mathe.)
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Betrachten wir nun die Storentwicklung der Energie fiir diese beiden Zustédnde sehen wir
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dass die berechneten Eigenwerte genau den Energiekorrekturen erster Ordnung entspre-
chen (was man auch vorher schon wusste), also ES;) = k und ES)) = —K.
Die Einschrinkung in der Summation i # (1(q,) ist nicht ganz offensichtlich. Zun#chst
halten wir fest, dass dank der Diagonalisierung die Matrixelemente ((,51b|ff "P1a) = 0
verschwinden; das macht allerdings auch der Nenner. (ohne Diagonalisierung wire das
Matrixelement endlich, und die Korrektur damit unphysikalisch singulér.). Um zu ver-
stehen wieso “%” hier weggelassen wird, schauen wir auf Gleichung (10.12) im Skript.
Fiir das betrachtete Problem ist die Gleichung identisch geltst, ohne eine Bedingung an
Cnm zu stellen. ¢, ist also eine Konstante von der Ordnung O(1), und insbesondere
unabhiingig von A bzw « . Betrachtet man (10.10) sieht man, dass ein solches endliches
Cnm den Zustand in fithrender Ordnung verédndert, und insbesondere die Diagonalisie-
rung wieder aufheben wiirde. Damit wiirde wieder ein singuldrer Term entstehen, und
das wollen wir nicht. Ergo miissen diese Koeffizienten c,,, = 0 verschwinden.
Aus (1) sehen wir auch, dass es keine Korrektur zwischen dem Grundzustand |00) und
den ersten angeregten Zusténden |@;(,p)) gibt. Daher miissen wir den zweiten angeregten
Zustand mit einbeziehen.
(1,5 Punkte)
Nun wiederholen wir die Prozedur fiir den zweiten angeregten Zustand Eéo) = 3hw,
mit den Zustéinden [20),[11),[02). Die von null verschiedenen Matrixelemente lauten

Hjg 1y = Hjg 11 = v/2#. Die Determinante lautet (mit dem 3 x 3 Matrix-Determinanten
"Trick’ der Diagonalen + + + - - -)
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Die dazugehérigen Eigenvektoren lauten (Man erinnere sich an den -1 Trick” aus Mathe.)
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(e) (1,5 Punkte)

Wenden wir uns nun dem Grundzustand zu. Fiir die Energiekorrektur erhalten wir (nur
(11|H’|00) = & ist ungleich null.)
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und fiir die Wellenfunktion
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Dieses Ergebnis ist trotz der Annahme n < 2 exakt, da Matrixelemente mit hoher
angeregten Zusténden sowieso verschwinden wiirden. Fiir die ersten angeregten Zustéande
erhélt man innerhalb der Annahme n < 2 keine zweite Ordnungs-Korrekturen. Erst die
Zusténde n = 3 wiirden das bewirken.

(f) (1 Punkt)

Im Rahmen unserer Annahme gibt es zwischen den Zustéinden [p2,) und den anderen
Zusténden nur ein nicht verschwindendes Matrixelement, ndmlich (00| H'|11) = . Damit
erhalten wir die Energiekorrekturen
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Die Energien wiirden also durch die 2te Ordnungsterme angehoben. Tatséichlich passiert

das Gegenteil, wenn man die Terme 5ter Ordnung noch miteinbezieht erhélt man E;i) =

0, Eé?l);,c) = f% (% — \/g) Energieabsenkungen in 2ter Ordnung.

2. Zeeman-Aufspaltung (3 Punkte, miindlich)

(a) (1 Punkt)

Der Hamilton-Operator des reinen Wasserstoffatoms H, vertauscht "unter anderem’ mit
den folgenden Observablen

(1o, 2] = [ Ao, L] = 110, 5] = [ 15, 8] =0.



Es ist offensichtlich zu erkennen, dass der Zeeman-Term H = EE B (iz + 25’2) nicht

mehr mit L Se,y kommutiert, also

T,y

[ﬁf,ﬁm,y} £0 [ﬁf,gm,y] £0.

Also kann der Zeeman-Term die Entartung durchaus (teilweise) aufheben.

(1 Punkt) Gliicklicherweise ist der Zeeman-Term perfekt diagonal in der Basis des Was-
serstoffatoms, womit die Losung exakt angegeben werden kann. (Sobald Spin-Bahn-
Kopplung beriicksichtigt wird, muss man auch wieder auf den Apparat der Storungs-
rechnung zuriickgreifen.) Es gilt

ﬁ/ | n,lamlvms> :ﬂBB(ml+2ms) | nalamlvms>7

und damit erhélt man fiir die Energieniveaus
S Ro
lz‘n,l,mlm%S :<nal7ml;ms |HO+H |n,l,ml,ms>=—ﬁ +/’LBB(ml+2ms) (2)

wobei Ry die Rydberg-Energie ist.
(1 Punkt)
Fiir n = 1 und n = 2 haben wir insgesamt 10 mogliche Zustdnde mit Energien

FE1004+=—Ro+ psB

Energie
Ei00y=—Ro— upB ot 2,1,1,4)
Es004=—Ro/4+pupB 12,0,0,1),]2,1,0,1)
E30,0,4 = —Ro/4—upB Ry/4—+ 21,140, ]2, 1, —1,1)
Es104 = —Ro/4+ upB (3) 2,0,0,1),12,1,0, 1)
Es10,, = —Ro/4—pupB 2,1,-1,1)

Eyi14 = —Ro/4+2upB
Ey11,,=—Ro/4
Es1,-14=—Ro/4

1,0,0,1)
Eyn,-1 = —Ro/4—2upB R4 —<:
[1,0,0, 1)

Die Zeeman-Aufspaltung kann man wie neben-

stehend graphisch darstellen.
Wie zu vermuten war, hebt der Zeeman-Term die Entartung der Zusténde teilweise auf.




