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Aufgabe 5: Kommutatoren (11 Punkte)

Es seien A, B, C, X (t) und Y (¢) lineare Operatoren auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum
mit Dimension N.

a) Zeigen Sie: [AB,C] = A[B,C]+ [A,C]B. (1 Punkt)
b) Zeigen Sie: [A, B]f =[BT, Af]. (1 Punkt)
¢) Zeigen Sie:

GO Y0l = | £x0.70)] + [x0). ]

Dabei ist die Ableitung eines Operators definiert iiber seine Matrixdarstellung beziiglich einer
(beliebigen) Orthonormalbasis {|e1),...,|en)}:

N N
Xt = 3 Xyl = X0 =3 B (1)eey)

~ dt < dt
1,j=1 1,j=1
(2 Punkte)
d) Es sei
X(t)=Xo(t) =eBe™™ | X,1(t) =[AX,(t)] YnelN |, (1)
wobei A und B nicht von ¢ abhéngen. Beweisen Sie durch vollsténdige Induktion:
LX) = Xl )
dtn o '
(2 Punkte)
e) Beweisen Sie mit (2) die Formel
X in
tABe—tA — B4 231 B, (3)
wobei B,, mit By = B, By,+1 = [4, By,] definiert ist. Hinweise: Man kann die Reihenentwick-
lungen der linken und rechten Seite der Gleichung betrachten. (3 Punkte)
f) Betrachten Sie den Fall
0 1 bi1 b
e . B— 11 b1z
0 0 ba1 b2
+tA

und verifizieren Sie (3).

(2 Punkte)

und berechnen Sie B,, fiir alle n € IN. Berechnen Sie auch e



Aufgabe 6: Pauli-Matrizen (9 Punkte)

Jede spurlose hermitesche 2 x 2-Matrix 148t sich als Linearkombination der drei Pauli-Matrizen
schreiben:

2)

0 1 0 —i 10
Ul:(l o) ’ U2:<z’ 0) ’ U3:<o 1> ' @

Zeigen Sie, dass mit der unitdren Matrix

1 ({1 1
U:ﬁQ<J ®)

Ulo;U = 041 (6)

die Beziehungen

mit j = 1,2,3 und o4 = 01 gelten. (1 Punkt)
Beweisen Sie die Formel
0i0j = (Sij]l + izzzﬁijkak
zunéchst fir (i,5) € {(3,3),(1,3),(3,1)}. Benutzen Sie dann (6), um die iibrigen Félle mit
i,7 € {1,2,3} zu zeigen. (2 Punkte)
Zeigen Sie
[03,05] = 20y _1eijk0k {0305} =201

wobei {0;,0;} = 0,0, + 0;0; ist. Beweisen Sie fiir a,b € C3:

(a-o)(b-o)=(a-b)l+i(axb)-oc |, (7)
wobel a -0 = Zle a;o; ist. (3 Punkte)
Zeigen Sie fiir ¢ € R und n € R? mit |n| = 1, dass gilt:

eid’""’/Q:]lcos§+i(n-a)sin% . (8)

Hinweis: Wenden Sie (7) auf (n-o)? an, um die Exponentialreihe in (8) aufzusummieren.
(3 Punkte)



