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Aufgabe 9: Funktionenraume (10 Punkte)

Der Schwartz-Raum ist die Menge der unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen f :
R — C, deren Ableitungen (einschliefllich der “nullten”, also der Funktion selbst) schneller
abfallen als jede Potenzfunktion:

k
S ={f € C”R] : max xpﬁ

N
max < oo Vp, k€ N}

Man definiert ein Skalarprodukt (-|-) auf S durch

(]):8x8~¢C, (XW)H(XW):/OO dx x* ()p(x).

—00

Das Integral [* da x*(x)1(x) konvergiert fiir alle x,9 € S.

a) Beweisen Sie, dass (-|-) eine hermitesche Bilinearform ist. Zeigen Sie dazu folgende
Eigenschaften:

i) Linearitdt in der 2 Variablen: (x|A\111+Aatha) = A1 (x|91) + A2 (x|92) fir alle A, A2 €
(Da X?leva €S.

i) (xl)* = (¥[x) fir alle ¢, x € S.
(2 Punkte)

b) Wir definieren die Operatoren P und X durch

Xo(a) = wi(e) | PU) = —inD

fir alle ¢ € S, x € R. Zeigen Sie, dass X und P hermitesch sind, d.h. dass

XIXY) = (Xx|y) , XIPy) = (Px|y)

fiir alle x, 9 € S. (2 Punkte)



c)

d)
e)

Der Fourier-Operator F : § — S ist definiert durch

Fow - [ T dr ety ()

— 00

fiir alle ¢ € S, p € R. Zeigen Sie, dass F ! gegeben ist durch

- 1 [ N
—1 - ipx/h
F ) = g [ dper )
fiir alle ) € S, x € R. Dabei diirfen Sie verwenden, dass ffooo dx e’** = 275 (k) ist, wobei
0(k) die Dirac’sche Deltafunktion ist. (2 Punke)
Zeigen Sie, dass (27h)~1/2F ein unitérer Operator ist. (2 Punkte)

Die Fouriertransformationen X und P der Operatoren X und P sind definiert als
X=FXF'! , P=FPF !

wobei X und P durch b) definiert sind. Berechnen Sie (X4)(p) und (Pv)(p) fiir beliebige
YvesS, peR. (2 Punkte)

Aufgabe 10: Gaufy’sche Wellenpakete (10 Punkte)

Betrachten Sie die Wellenfunktion

a)
b)

2
() = [ 4 exp [—jb} b0
Zeichnen Sie 1p(x) fiir b = 1cm und b = 5cm. Berechnen Sie (). (2 Punkte)

Berechnen Sie (1p| X [¢p) und die Ortsunschirfe AX im Zustand ).

Hinwets: Zur Berechnung von Integralen der Form ffooo dz 22" mita > 0 undn € N

CL’DQ

berechnen Sie zundchst ffooo dx e=**" und differenzieren Sie dann nach a. (2 Punkte)

Berechnen Sie die Fouriertransformation ¥,(p) = (Fi)(p) geméB der Definition aus
Aufgabe 9. (1 Punkt)

Berechnen Sie (¢|P|t)p) fir den Impulsoperator P aus Aufgabe 9. Berechnen Sie auch die
Impulsunschérfe AP und das Unschérfeprodukt AXAP im Zustand . (Hinweis: Mit
Thren Ergebnissen aus Aufgabenteil (c) und Aufgabe 6 konnen Sie dies auf das Problem
aus Aufgabenteil (b) reduzieren.) (1 Punkt)

Die kinetische Energie eines (nichtrelativistischen) Elektrons mit Masse m wird durch
den Operator

Hyin = %
beschrieben. Berechnen Sie den Erwartungswert der kinetischen Energie, (Ey,) =
(Vp|Hyin|tp).  Berechnen Sie die Unschérfe der kinetischen Energie, AEy, =
(| H?|1p) — (Fuin)?]Y/?, im Zustand ;. Was passiert mit (Ejg,) und AFEy,, wenn
wir das Elektron immer weiter lokalisieren, also b immer kleiner wéhlen? (2 Punkte)



f) Die nichtrelativistische Niherung bricht ungefihr dann zusammen, wenn (Fy,) = mc?

ist. Geben Sie den Wert byt an, bei dem dies der Fall ist. Aus der relativistischen
Beziehung

2 P p*
E=+vm?2ct +p?c? =me” + — —
tp om  8miE T
verschaffen wir uns den Operator der relativistischen Korrektur, Hi$l = —P*/(8m3c?).

Berechnen Sie (Erl) = (1| HIS [4h) und zeichnen Sie (im selben Koordinatensystem)
(Bxin)/(mc?) und (Eyiy + EXL) /(me?) als Funktion von b/byi. (2 Punkte)



