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Aufgabe 1: Fourier-Transformation und Wellenpaket ‘2+2—|—3 = 7 Punkte ‘

Der Welle-Teilchen-Dualismus erlaubt die Beschreibung von Teilchen als Wellenpakete, deren
Auftreten in Orts- und Impulsraum durch eine Fourier-Transformation verkniipft sind. Wir
betrachten im Impulsraum eine generische Wellenzahlverteilung der Form

N fir -K<k<K
g(k‘)z{ -

0 sonst

(a) Berechnen Sie die Form des Wellenpakets im Ortsraum, indem Sie die Fourier-Transformation

f ZL’ dkg zkm

“ 7l

ausfiihren.

(b) Berechnen Sie den Normierungsfaktor N so, dass das Wellenpaket im Ortsraum normiert

ist, also
| aslsr =1

gilt. Berechnen Sie sodann auch [ dk|g(k)|>.
Hinweis: Schlagen Sie die notwendigen Integrale gerne nach.

(c) Skizzieren Sie die Verteilungen f(x) und g(k), und ermitteln Sie anhand der Skizze eine
sinnvolle Definition fiir die Breiten Az und Ak der Verteilungen f(z) und g(k). Zeigen
Sie, dass unabhéngig von K gilt

(Az)(Ak) > O(1).
Dies entspricht der Heisenberg’schen Unschérferelation. Betrachten und interpretieren

Sie zuletzt die Grenzfalle X' — oo bei endlichem N und K — 0 bei endlichem N - K.

Lésung der Aufgabe

(a) Wir berechnen die Form des Wellenpakets im Ortsraum, indem wir die Fourier-Transformation
wie angegeben ausfithren. Es ergibt sich

1 [ , I ,
flz) = \/—_/ dkg(k) exp(ikz) = N /K dkN exp(ikx)

_ N1 exp(ikz)|® . = i ! (exp(sz) —exp(—iKx))

V2mix

N 1 (Kx)
= —,—22’5111 Kz) \/>Nsm 7)
V2rix
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(b) Wir bestimmen den Normierungsfaktor zunéichst aus [*_dz|f(x)|* = 1. Dazu bendtigen
wir

2 _ 2N?%sin?(Kz)

B .

|/ ()]

T x
Wir integrieren also

00 2 0 2 K
/ dz| f(z)? = —NZ/ ST g Ly
_ T

T2

o0 —00

Hierbei haben wir ffooo dxsmif—sz) = K benutzt. Es folgt somit N = % Genauso

folgt mit diesem Normierungsfaktor

00 K
/ dk|g(k)[* = / N?=2N?K =1.
— -K

o0

Dies ist im Einklang mit dem Satz von Plancherel.

(¢) Wir skizzieren zuerst die beiden Graphen:

fla) = Ao g(k)

Az = 2% C Ak =2K

Dabei wird als verniinftiges Maf fiir die Breite im Falle von f(x) der Abstand der beiden
Nullstellen bei x = £% gewéhlt. Bei g(k) bietet sich schlicht die Breite des Kastens an.
Es folgt dann

(Az)(Ak) = 2K2% — 47 > O(1).

Insbesondere ist dies unabhéngig von K. Dies impliziert bereits, dass fiir eine kleinere
Breite von g(k) im Impulsraum, also kleineres K, die Breite im Ortsraum entsprechend
zunimmt. Wir diskutieren zuletzt die beiden Grenzfélle:

e K — oo, N endlich: Die Wellenzahlverteilung g(k) ist eine konstante Funktion
mit dem Wert N. Die Wellenfunktion f(x) wird in diesem Grenziibergang eine §
Distribution.

e K — 0, NK endlich: Hier wird g(k) zu einer ¢ Distribution. Im Gegenzug wird
f(z) konstant, ndmlich

L[ o _ L [T st — L
f(x)zﬁ/oodkg(k)ek _m/mdké(o) i =7
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Aufgabe 2: Dispersion eines Wellenpakets ‘5+4+2—|—2 = 13 Punkte

Wir mochten uns in dieser Aufgabe mit Wellenpaketen noch vertrauter machen und betrachten
die Ausbreitung eines GauBl’'schen Wellenpaketes 1(z,t) in Raum und Zeit. Per Konstruktion
erfiillt ¢(x, t) die eindimensionale Schrédingergleichung des freien Teilchens. Fiir ein Ebensolches
berechnen wir in dieser Aufgabe die zunehmende Ortsunschérfe.

Hinweis: Wenn Sie bei der Berechnung mancher Integrale scheitern konnen Sie trotzdem
weitermachen. Sie kénnen Teilaufgaben auch einzeln bearbeiten.

(a) Als Beispiel fiir die Ausbreitung einer nicht-relativistischen Materiewelle in einer Dimen-
sion betrachten wir das Gaufi’sche Wellenpaket

e

- 2m

1 o ~
(z,t) = \/—2_7/ dk g(k)eltkz==®)) mit w(k)

und

1 2
o) = € exp (— 50— ho?)
(i) Bestimmen Sie 1 (x,t). Das Ergebnis lasst sich auf die folgende Form bringen

Ca a?(z — vyt)?
2 eXp B - a?ht
/1 4 jecnt 2(1 +1%41F)

mit v, = iikg/m und wy = kkZ/(2m). Hinweis: Um auf dieses Resultat zu kommen,
empfiehlt sich beispielsweise folgendes Vorgehen: Substituieren Sie u = k — ky. Neh-
men Sie von u abhéingige Anteile aus dem Integral. Fiihren Sie zwischenzeitlich die
Abkiirzung s = (1 + ia®ht/m) /(2a?) ein, so dass Sie nach quadratischer Ergéinzung
einen Ausdruck exp {—s[u —i(z — Uglf)/<28)]2} im Integral stehen haben. Nutzen
Sie [7_ dyexp(—A(y —10)®) = /5

(ii) Legen Sie die Konstante C' so fest, dass ¢ (z,t) und g(k) normiert sind, also gilt

P(x,t) = ) exp (i(kor — wot))

/OO dr [¢(z,t)]* =1 und /OO di: |g(k))* =1.

o0 o

(b) Bilden Sie fiir die normierten Wellenfunktionen 1 (z, t) aus Teilaufgabe (b) (C~! = \/a/7)
den Erwartungswert des Ortes

(x) = /oo dxip(z,t) z(x,t) = /OO drz|(x,t)?

—00 —00

sowie die Varianz (Az)? = (22) — (z)* als Ma8 fiir die Breite des GauB’schen Wellenpakets

im Ortsraum. Hinweis: Hier ist auch [~ dyy® exp(—Ay?) = 5,/=5 hilfreich.
(c) Kommentieren Sie das raum-zeitliche Verhalten von [v(z, t)[2.

(d) Innerhalb welcher Zeitspannen T" verdoppelt sich die bei ¢t = 0 vorhandene Breite (Ax);—g
in den nachfolgenden Fillen? Berechnen Sie T fiir

i) ein Elektron mit Masse m, = 0.9-1072" g und (Ax);—o &~ 1078 cm, welches anfinglich
innerhalb einer dem Atomdurchmesser entsprechenden Strecke lokalisiert ist.
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ii) ein Elektron mit Masse m, = 0.9 - 1072" g und (Az);—o &~ 10~ cm, einer Breite, die
typisch fiir Blendendffnungen bei Versuchen im Labor ist.

iii) die Biene Maja mit Masse m = 0.1 g und (Az),—o &~ 1 cm]]

Losung der Aufgabe

(a) Definitionsgemé$ ist ¢ (z,t) von der Form:

Y(x,t) = \/_/ dkexp — 555 (k — ko)? +i(kx — hk )>

Wir substituieren mit ©u = k — ko und du = dk und erhalten

u? h(u + ko)*t
W(x,t) du exp (—ﬁ%—z(u—l—ko)x—@%)

“ 7 L.

1 ht .
du exp —ﬁu + tux + tkoxr — z%u —iwot — gl | .

“ 7 L.

Hierbei wurde wy = k3 /(2m) und v, = hko/m eingefiihrt. Weiter folgt

c [ 1 ht
Y(x,t) = — / duexp | —=—u® —i—u® + iux — gtu + ikox — iwot
V2T J o 2a? 2m

> 1 ht
= \/(;_ﬂ exp (i(koxr — wot)) /_OO du exp l— (ﬁ + z%) u? +i(z — vgt)u} :

Wir fithren nun die Abkiirzung s = (1 + z%) /(2a?) ein und schreiben weiter um

W t) = fz_w exp (i(kox — wot)) /Z duexp [—s {u2 2 _SvgtuH

_ \/(;7 exp (i(kor — wot)) /Z du exp [—5 { (“ it ;:gt)2 + %}] '

Hierbei wurde im letzten Schritt eine quadratische Ergénzung durchgefiihrt. Nun lasst
sich auch der letzte Term aus dem Integral nehmen und es folgt weiter

i) 5]

Zuletzt nutzen wir das angegebene Integral oder substituieren mit y = u+/s und du =
dy/+/s und erhalten somit

U(x,t) = \/_f exp (i(kox — wot)) exp G%) /_‘: dy exp [_ <y @ ;S;Jgt)Q

@/)(:L’,t) =

|

!Muss sich Maja Sorgen machen, dass sie nach der Quarantine nicht mehr durch den Nestausgang passt?
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Das letzte Integral ergibt /7 und somit verbleibt das angegebene Resultat, sobald wir s
wieder einsetzen:

(1) = Ca exp (_ a*(x — vyt)?

1 4 jaht 2(1 + §ht)

> exp (i(koxr — wot)) .

Als Néchstes bendtigen wir das Betragsquadrat der Wellenfunktion im Ortsraum. Wir
schreiben die Exponentialfunktion wie folgt um

2 . t2
Ca exp <_a (x — v,t)

1 g jelnt 2(1 4420t

Ca a?(x — v,t)? (1 - z%)
W1+t 21+ #055)
Ca a®(x — v,t)? ) a?(x — v t)2eht
= ————exp —(—4hg2t2 exp | | kox — wot + ( 9422t2m .
V1 4 ieht 2(1+ <55) 2(1 + <5

Der komplexe Anteil der Exponentialfunktion entfallt bei Bilden des Betragsquadrats.
Fiir den Vorfaktor gilt

Y(z,t) = > exp (i(kor — wot))

exp (i(kor — wot))

2 1

1
’\W‘H@ 2y

Somit ergibt sich unmittelbar

()2 = Me}(p <_M> ‘

45242
4p242 1 4 a¢h7t®
1+ 55 T

Erneut unter Benutzung von

| =

/ e A@=20) Jpr =

/ " (a0 de = [CPayF.

oo

folgt dann fiir die Normierung

Genauso gilt im Einklang mit dem Satz von Plancherel

/_OO lg(k)[*dk = /_Oo |Cexp (—%(k - kO)Q) dk = |CPav/7.

[e.9] [e.9]

Somit liefert die Normierung |C|? = #E
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(b) Wir moéchten den Erwartungswert des Ortes ermitteln. Gemés der Definition ist also

(x) = /OO dxp*(z, t)xp(x, t) = /OO drz|(z,t)?

—00 —00

auszuwerten. Wir erhalten daher

1242 Cot)?
= \/Hw / dxxexp( (i 4:29t2) ) .
144

Wir substituieren y =  — v4t und dy = dz und erhalten

|O|2a2 o] a2y2
() = ——= [ dy(y+u)exp | ———=z | -
452152 —00 I 1+ aiﬁ;ﬂ

1+ %=

Der Beitrag linear in y ist ungerade und entfillt daher. Es verbleibt daher der konstante
Beitrag in y, fiir welchen wir wieder das angegebene Integral nutzen. Es folgt

(z) = |CPaPvt/m = v,t .

Das Gaufy’sche Wellenpaket bewegt sich also im Mittel genau mit der Gruppengeschwin-
digkeit, die wir anfanglich eingefithrt haben und die aus der Dispersionsrelation fiir ein
freies Teilchen folgt. Um die Varianz auszurechnen, benotigen wir nach Anwendung des
Verschiebungssatzes im Ausdruck (Az) = (22) — (z)? noch den Erwartungswert (z2).
Dieser ist ganz analog

(z%) = /_Z dza?[(z, b))

Wir schreiben daher

ICI2 ’ a?(x — vyt)?
<:I:2> — 4h t2 dxac exp |4 a2 4h29t2 .

Wir fithren wieder die gleiche Substitution y =  — v,t aus und verbleiben bei

C 2a2 '] a2 2
(%) = LH/ dy(y” + vt Jexp ( H—ym -
14+ e rttm J-oo

m2

Den linearen Teil in y haben wir direkt {iber Bord geworfen. Wir nutzen nun auch das

Integral ffooo dyy?® exp(—Ay?) = %« /—z und erhalten schlussendlich

1+ a*h?t?

vt/ + 2—;”2\5]
a
1 a*h?t?
)
—Ugt +2—a2(1+ m2 )
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Somit verbleibt fiir die Standardabweichung als Wurzel der Varianz

1 a*h?t?
Az =/ (22) — (z)* = ﬂa“l + 5

Wir halten also fest, dass die Breite des Wellenpakets mit der Zeit anwéchst. Nicht
gefragt, aber der Vollstdndigkeit halber erwéhnt seien der Erwartungswert und die
Standardabweichung des Impulses. Diese ergeben sich zu

ah
V2
Der Mittelwert des Impulses bleibt demnach konstant, genauso die Breite im Impulsraum.

Fiirt = 0 folgt (Az)(Ap) = 2, fiir ¢ > 0 ist dann sogar (Az)(Ap) > 2. Die Heisenberg’sche
Unschérferelation ist also erfiillt.

<p> = hk(b Ap =

(c) Das Betragsquadrat |¢(x,t)|* wird als Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens im
Ortsraum verstanden. Wir haben berechnet, dass das Teilchen sich im Mittel an der
Stelle (z) = vgt befindet, das Wellenpaket aber eine zeitabhéngige Breite aufweist, die
durch Az = \f 144 thz charakterisiert ist. Das Wellenpaket zerfliefit daher. Dies

ist bedingt durch die vorhandene Impulsunschérfe in Form der Gau$-Verteilung g(k).
Ein Teilchen, welches zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit der Genauigkeit Az lokalisiert werden
kann, kann daher zu einem spéteren Zeitpunkt mit noch geringerer Genauigkeit lokalisiert
werden.

(d) Wir berechnen T fiir die drei angegebenen Félle. Offenbar gilt

1 ath?t? 1 1
Ar = —\/1+ ——, Ax = = a= )
V2a m? (Az)izo = \/ia V2Az,

Die doppelte Breite ist erreicht, wenn folgende Gleichung erfiillt ist:

2 2 1 Ap2T2
(Az)—p = 2(Ax)g = V2oL V2 14 200

a a m2
3m? 12m? \/ 2m
= T? = vl F(Al‘)f:o = ——(Ax)L,

In den angegebenen Fillen ergibt sich:
)T =29-10"1%5
i) T=29-10"%s
iii) T'=3.2-10% s

Hier wird offensichtlich, dass Unschérfe fiir makroskopische Objekte nicht von Relevanz
ist, wiahrend mikroskopische Objekte einer quantenmechanischen Beschreibung bediirfen.
Biene Maja passt auch noch nach dem Erloschen unserer Sonne durch den Ausgang des
Bienennests, auch wenn Konigin Angela im Einklang mit Virologe Willi erst dann die
Quaranténe auflost.
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