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Aufgabe 1: Hilbert-Raum von Funktionen ‘4—|—2 = 6 Punkte ‘

Betrachten Sie den von den Funktionen 1, sin x, cos z, sin 2z, cos 2z, sin® x, cos? = aufgespannten

Hilbert-Raum. Der Definitionsbereich der Funktionen sei das Intervall [0, 27] und das innere
Produkt oder Skalarprodukt sei

ilfa) = /0 " 4T (@) ful).

Hinweis: In Vorbereitung auf die Dirac-Notation schreiben wir hier bereits (fi|f2) = (f1, f2),
wenngleich wir uns mit der Dirac-Notation ausgiebig erst auf dem néchsten Blatt beschéftigen.

(a) Bestimmen Sie die Dimension des Raumes, finden Sie also die linear unabhéngigen
Vektoren, und bestimmen Sie eine Orthonormalbasis. Hinweis: Ein guter Ansatz ist das

Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren.
(b) Ist die Funktion cos® z ein Vektor in diesem Hilbert-Raum? Begriinden Sie.

Lésung der Aufgabe

(a) Wir fiithren die folgenden Bezeichnungen fiir die Vektoren ein

v =1, v :=sinzx, Vg 1= COS T, vz = sin 2x
VU4 1= COS 2T, vy := sin? T, Vg = cos® .
Der Raum H = span{wy, ..., vs} wird von 7 Vektoren aufgespannt und ist somit hochs-

tens 7-dimensional. Allerdings ist sin?z 4 cos?z = 1, also kann beispielsweise vg als
Linearkombination von vy und vs geschrieben werden. Somit ist dim H < 6. Weiterhin
22 = 1 — 2sin®z und somit vy eine Linearkombination von

ist cos2x = cos®x — sin
vo und v4 und somit dimH < 5. Wir mochten nun eine Orthonormalbasis nach dem
Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren konstruieren. Wir starten mit

Vo 1

bp= — = —.
0 |vo] \ 2T

Hierbei kommt die iiber das Skalarprodukt definierte Norm zum Einsatz |z| = /(z|z).
Weitere Vektoren folgen geméafl der Vorschrift

bz‘ =U; — Z <bJ|Uz> bj bz = B y

J<i
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ergo jeweils durch andere Basisvektoren vorhandene “Richtungen” werden abgezogen.
Um die relevanten Integrale in den Skalarprodukten auszurechnen, machen wir ein paar
Voriiberlegungen. Fiir n € Z gilt

2 ina g 27 fir n=0 95
0 T\ Leme T gy p0f 0w

mn |0

Damit erhalten wir fiir m,n € N
2 1 2 ) ] ) ]
/ sin(max) sin(nz)dr = _Z/ (™ — M) (™ — e ") dx
0 0
1 21 ) )
= /0 (—eilm=—mz _ g=ilm=n)z) gy,

1
= ——(—271-5m7n - 2775m,n) = ﬂ-émvn ?

4
da Terme mit (m + n) > 0 stets Null ergeben. Ebenso findet man

2m
/ cos(mz) cos(nz)dx = wop,
0
und weiterhin

2
1
/ cos(mx) sin(nx) de = Z(reelle Zahl) =0.
g i
’ eR —
€iR

Tatséchlich gelten obige Resultate auch fiir m = 0 oder n = 0. Damit finden wir nun
ohne weitere Rechnung, dass die vorgegeben Vektoren schon im Sinne des Skalarprodukts
“senkrecht” aufeinander stehen. Daher ist

~ . 1 . ~ 1

by =v, =sinx by = —sinzx, by = vy = cosx by = —=cosx
VT N3

- ] ) ~ 1

b3 = v3 = sin2x by = —=sin 2z, bs = v4 = cos2x by = —= cos 2z .

VT
Somit ist auch klar, dass dim H = 5.
(b) Wir berechnen

N

1 . .
v:=cosPr = 3 (ech + e_m)g
1 3ix T —ix —3ix 1 3
:§(e + 3" 4+3e " +e ):Zcos?)x—kzlcosx.

Damit sieht man sofort, dass (b;|v) = 0 fiir ¢ # 2 und

2w
(by|v) = i/ cos® xdr = iﬂ' = M
47 Jo 4T 4

Nun ist jedoch .
3
(bilv) b; = 7508 #0.
—0

7

Somit kann v nicht als Linearkombination der Basisvektoren ausgedriickt werden. Es ist

also v ¢ H.
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Aufgabe 2: Entwicklung nach stationiren Zustéinden ‘1+2+1—|—1 = 5 Punkte

Aus der letzten Ubung ist Thnen der Potentialtopf mit unendlich
hohen Winden bekannt, der in dieser Aufgabe der Einfachheit
halber leicht verschoben diskutiert werden soll, beschrieben durch

O fur |z <
V<x)_{oo fir |z| >

v

NN
o8
N f—— 8

&

Fiir ein sich darin befindliches Teilchen sind die Energieeigen-
zusténde in gerade und ungerade Zustédnde aufteilbar, welche gege-
ben sind durch:

\/g cos(knz) fiir n ungerade
B \/g sin(k,z)  fir n gerade

h2k‘2 h22
= L= 7Tn2, neN

©n(x) mit kn:zn, E,
a

om  2a2m

Diese Energieeigenzustédnde bilden wie in der vorherigen Aufgabe eine Orthonormalbasis eines
unendlich-dimensionalen Hilbert-Raums. Daher kann jede beliebige Wellenfunktion einfach in
diesen Energieeigenzusténden entwickelt werden geméaf

a/2

px) =) capnlz)  mit o= {palp) = / dipn(z)p(x) .

n —a/2

Betrachten Sie ein sich zur Zeit ¢ = 0 ausschlieflich in der linken Hélfte des Potentials befindliches
Teilchen, welches mit gleicher Wahrscheinlichkeit an jedem Ort x < 0 anzutreffen ist.

(a) Welche Wellenfunktion ¢ (x,t = 0) = ¢(z) beschreibt diesen Zustand zum Zeitpunkt
t = 07 Hinweis: Normieren Sie ¢(z,t = 0)!

(b) Entwickeln Sie ¥)(z,t = 0) in den ersten vier Energieeigenzustéinden, berechnen Sie also
die Entwicklungskoeftzienten ¢, fir n =1,...,4.

(¢) Wenn Sie eine Energiemessung bei ¢ = 0 durchfithren, so misst Thre Apparatur einen
Energieeigenzustand ¢,,. Sie kénnen daher den verschiedenen méglichen Ergebnissen E,
eine Wahrscheinlichkeit zuordnen, wenn Sie anfinglich den Zustand ¢ (x,t = 0) vorliegen
haben. Wie erhalten Sie diese Wahrscheinlichkeiten aus der vorherigen Teilaufgabe?

(d) Argumentieren Sie, was fiir ¢ > 0 passiert. Verbleibt das Teilchen in der linken Halfte
des Potentialtopfs?

Lésung der Aufgabe

(a) Die Wellenfunktion ¢ (z,¢ = 0) muss in der linken Hailfte des Potentialtopfes konstant
sein, also ¥ (z,t = 0) = C. Normierung [*_|¥(z,t = 0)|*dz = C?% = 1 liefert also:

w<$,t20):{ 2 fir —§<ZE§O
0

sonst
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(b) Die Entwicklung der Wellenfunktion in den Energieeigenzustéinden liefert:

n=1

Dabei sind die Entwicklungskoeffzienten durch ¢, = (@, (z)| ¢¥(z,t = 0)) gegeben. Fiir
diese ergibt sich:

=%%@N¢@J=0»=/mwﬂﬂw@J=0Mw=/ 2 o5 ™y = 2

oo ,; a a ™
> 02  2mx 2
2 = (p2(x)| ¥(z,t =0)) = / p3(x)¢(z,t = 0)dz = /a S sin——dz=——
e -

cwﬂwwnwahwwz[f@@mu¢:wmz/ 2 3T 2

. ~ga a 3T

cs = (pa(z)| Y(z,t =0)) = /_OO oi(@)Y(x,t = 0)de = / 2Sln 47T—xal:zc =0

_aq a
> 2

(¢) Wir bestimmen die Wahrscheinlichkeit, dass eine Energiemessung zum Zeitpunkt ¢t = 0
die Energie des Grundzustands ¢;(z), des ersten yo(x), zweiten ps(z) bzw. dritten ¢4(x)
angeregten Zustands liefert. Es sei darauf hingewiesen, dass hohere Entwicklungskoeft-
zienten von 0 verschieden sind. Die Wahrscheinlichkeiten den Energieeigenwert eines
Zustands ¢, (z) zu messen, sind durch |c,|? gegeben und somit

4
|01’2 = |C2|2 = p ~ 0.4053

4
|es|? = ~ 0.0450
7T

(d) Die Entwicklung in den ersten vier Eigenzustdnden ist bereits Teil von Aufgabe (b), der

Vollstandigkeit halber stellen wir das Resultat nochmal dar
2 2 2
Y(z,t=0)=—pi(z) — —pa(x) — o—ps(z) +... .
s s 3

Die abseparierte Zeitabhéangigkeit ist gegeben durch den Zeitentwicklungsoperator

%Zf(%t) =e h l/}( t—O)
Mit Hilfe der Entwicklung in Energieeigenzustéinden folgt

w(x,t):ef%Hthngon Ze nErte,on () .

Entscheidend ist, dass dies eine Superposition von stationéren Zustdnden mit unterschied-
lichen(!) Zeitentwicklungsoperatoren ist, die sich beim Quadrieren zur Wahrscheinlichkeits-
dichte nicht wegheben. Daher hat |¢(a:, t)|* eine Zeitabhiingigkeit und das Wellenpaket
lauft auch in die rechte Hélfte des Potentialtopfes. Das Teilchen nutzt den vollen zur
Verfiigung stehenden Raum fiir ¢ > 0 aus.
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Aufgabe 3: Operatorspielerei, die Erste ‘2—|—2 = 4 Punkte

Wir mochten uns mit linearen Operatoren auf dem Hilbert-Raum néher beschéftigen. Diese
bilden ein Element des Hilbert-Raums auf ein anderes Element des Hilbert-Raums ab und fiir
diese konnen, wie in der linearen Algebra, Eigenzustinde und Eigenwerte berechnet werden.
Die beiden nachfolgenden Teilaufgaben sind kurz und linear unabhéngig.

(a) Betrachten Sie den Vektorraum der Polynome vom Grad < N in einer Variablen x

mit komplexwertigen Koeffizienten. Wir definieren den Ableitungsoperator D := %,
welcher auf die Vektoren dieses Raumes wirkt. Definieren Sie eine (nicht normierte) Basis
aus Monomen und sammeln Sie die Entwicklungskoeffizienten in Vektoren des CN*1.
Finden Sie in dieser Darstellung im CV*! eine Darstellung des Operators D als Matrix.

Bestimmen Sie die Eigenwerte von D.

(b) Sei |1)) ein normierter Eigenzustand eines hermiteschen Operators A zum Eigenwert A im
Hilbert-Raum . Berechnen Sie die Varianz, also die mittlere quadratische Abweichung
des Operators vom Erwartungswert in diesem Eigenzustand, somit die Grofie

(al(A = (Wl Aloa) D) -

mit dem Einheitsoperator I.

Hinweis: Hierbei ist (¢|X|¢) = (¥|X¢) = (XT¢[¢) der Erwartungswert von X im
Zustand 1), definiert iiber das Skalarprodukt im Hilbert-Raum. Die Notation X be-
zeichnet den zu X adjungierten Operator. Hermitesche Operatoren erfiillen XT = X. Sie
bendtigen nur grundlegende Eigenschaften der Eigenwerttheorie und des Skalarprodukts.

Loésung der Aufgabe

(a) Diese Aufgabe motiviert, dass eine Darstellung eines Vektorraums/Hilbert-Raums keines-
wegs eindeutig sein muss. Bewusst verwenden wir unterschiedlichste Schreibweisen fiir
Vektoren und Operatoren, da die Literatur hier auch reich ist. Wir schreiben eine Basis

der Monome in der Form {1,z,2?,...,2"}. In dieser Basis schreiben wir
N
v = E cpx’
k=0
so dass wir (cg,c1,...,cn)T als Vektor im CN*! verstehen. Die Wirkung von D ist
Co 1
N N-1 €1 2¢9
Dv = g ne "t = g (n+ 1)cypi2™, also D : =
n=0 n=0 CN_1 NCN
CN 0
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Somit ist die Matrixdarstellung von D eine Matrix mit einer gefiillten Nebendiagonalen

010 O 0
002 0 0
000 3 0
D=]. )
S . .. N
000 --- --- 0

Es gibt nur einen Eigenwert, dieser ist Null, denn die charakteristische Gleichung ist
det(D — AI) = AN*! = 0 mit algebraischer Vielfachheit N + 1. Als Zusatz sei fiir die
Mathematiker/innen vermerkt, dass die Matrix schon beinahe Jordan Normalform mit
einem Jordanblock hat. Der Eigenraum zum Eigenwert 0 ist damit nur eindimensional
und durch das konstante Monom gegeben, welches nach Ableitung wieder ein konstantes
Monom ergibt.

(b) Es ist laut Angabe A[iy) = A|y). Somit ist

W,\’AWA) = <¢,\\A¢,\> = (%’)@A) =A <¢AWA> = A,

da der Eigenzustand normiert sein soll. Wir kénnen nun einfach ausrechnen, dass

(A — (Yal AJa) I) [1h2)
= (A% = 2| Altha) A + (a]Al1ha)?) [1a)
= (A2 =20+ X) [ihh) = (A = 202 + 2) [1hy) = 0 [1hy) -

Hier ist eingeflossen, dass Al = A, weil der Einheitsoperator nichts tut. Somit verschwin-
det die Varianz.

Aufgabe 4: Unschirfe und die Schwarzsche Ungleichung 441 = 5 Punkte

Die Schwarzsche Ungleichung fiir beliebige Vektoren u und v eines Hilbert-Raumes H mit
Skalarprodukt (-|-) lautet
| (ulv) I* < (ulu) (vlv) -

Wir konnen diese Ungleichung direkt {ibersetzen in eine allgemeine Unschérferelation. Dazu
betrachten wir zwei hermitesche Operator A und B auf H, sowie einen beliebigen normierten
Zustand |¢) € H. Wir definieren auch noch die Operatoren

A’A=(A-WlA)D)?®,  A’B=(B-(|Bly)D?,

wobei [ wieder den Einheitsoperator bezeichnet.

(a) Zeigen Sie mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, dass

|(V][A, Bl[¥)|* < 4 (Y| A*Ap) ($|A’Bp)

Hinweis: Zeigen Sie die Ungleichung zuerst fiir den Fall, dass (¢|A|y) = (¢|B|y) = 0.
Starten Sie mit der linken Seite und benutzen Sie auch, dass |z — 2*|? < 4|z|? fiir z € C,
bevor Sie die Cauchy-Schwarz-Ungleichung anwenden.
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(b) Zeigen Sie, dass die Heisenberg’sche Unschérferelation fiir den Ort und Impuls ein
Spezialfall der Ungleichung aus (a) ist. Nutzen Sie, dass [P, X| = ?]I gilt, wie wir spéter
noch motivieren werden.

Losung der Aufgabe

(a) Wie in der Aufgabenstellung vorgeschlagen, starten wir mit der Annahme, dass (| A|Y) =
(¢|B|p) = 0. Damit ist A?A = A% AB? = B?. Wir schitzen damit ab

(1[4, Bll¢)* = | (¢|AB — BAJy) |?
= | (V|ABY) — (V|BAY) [* = | (A|By) — (B'y|Ay)
= | (A¢|BY) — (BY|Ay) [ = [ (AY|BY) — (Ay|BY)" |
< 4| (AY|BY) |* < 4 (AY|Ap) (BY|BY)
4

(VA1) (V| B ) = 4 (V| A% Alyp) (V| A*BlY) .

Dabei haben wir benutzt, dass A und B hermitesche Operatoren sind. Auflerdem wurden
bei den beiden Ungleichungen der Hinweis und die Schwarzsche Ungleichung genutzt.
Wir definieren nun

A=A—@IA)T,  B=B-(4|BW)L.

Offensichtlich ist dann <w|f~1]¢> = <w|B W> = 0 und wir kénnen obiges Ergebnis
anwenden. Es folgt

[(WlEA, B )| < 4 (wl %) (v1B2})

Wir stellen weiterhin fest, dass [A, B] = [A, B] und A?> = A%?A und B? = A%2B und haben
somit schon die allgemeine Variante einer Unschérferelation fiir zwei nicht-kommutierende
hermitesche Operatoren gezeigt.

(b) Fiir A= P und B = X folgt [P, X] = 2I. Weiterhin sind die Unschérfen in Ort und
Impuls gegeben durch

AP = (Y[A?PlY),  AX =/ (|AX])) .

Damit folgt unmittelbar AXAP > }—;

Wir mochten kurz den Kommutator zwischen Ort und Impuls berechnen, wenngleich
der Impulsoperator nur im Ansatz motiviert wurde. Im Ortsraum ist der Ortsoperator
X = z und der Impulsoperator P = %a%. Daher folgt

[P, X]i(a,t) = (?aﬁ - x@a%) )

ho hd h o h
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