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Aufgabe 1: Kontinuierliche Basis fiir §-féormiges Potential ‘3—|—2—|—3 = 8 Punkte ‘
Wir betrachten ein Potential der Form V(x) = —V;é(x) mit V4 > 0.

(a) Fir £ < 0 existiert ein gebundener Zustand. Zeigen Sie, dass dieser gegeben ist durch
@o(x) = \/pe "I mit p= mﬁ_‘;o
Neben der Stetigkeit von () benétigen Sie hier als weitere fiir §-Distributionen charak-
teristische Anschlussbedingung den endlichen Sprung in der Ableitung ¢'(07) — ¢'(07) =
—%f@. Motivieren Sie diese durch Integration der Schrédingergleichung iiber ffe dz
mit anschlieBendem Grenziibergang ¢ — 0. Es ist 0 = 0 & e.

(b) Fiir Streuzustdnde mit E > 0 bendtigen wir noch von links und von rechts einlaufende
Wellen, ¢!(z) und ¢7(x). Diese folgen gemiB der Thnen bekannten Berechnung von
Transmission und Reflexion und seien in dieser Aufgabe vorgegeben durch

. 1 ewr/h — _L_e=wr/h fijy g < ()
o (x) = T
p Vorh L eW/ fir >0

1+ik
mit p = vV2mE und k£ = % Bestimmen Sie ¢ () aus ¢l (x) durch Symmetrieiiberle-
gungen. Tatsdchlich bilden der gebundene und die Streuzustinde ein kontinuierliches
Orthonormalsystem. Zeigen Sie die Relationen

(polpoy =1,  {poleh) =0.
Das Skalarprodukt im Funktionenraum ist gegeben durch (fi|f2) = f dx f{(z) fo(z).

Hinweis: Nutzen Sie [ dze™™ = £ 46 (k). Es gilt auch (poleh) = 0, <g0p\gop ) =d(p—p),
<90;]<p;/> =d(p—p') und <90§,]<p;,> = 0, aber diese Rechnungen seien uns erspart.

(c) Zeigen Sie fiir den Fall z > 0 und z’ > 0, dass das System vollstéindig ist, also dass
wo(z)po(") +/ dpgpi,*(x)goé(x’) + / dpe} (z)gh(a') = 0(z — o).
0 0
Hinweis: Niitzliche Integrale sind [ dz %) = Te~lel ynd [ da 2200 — gign(b)Te 1,

a2 1422

Lésung der Aufgabe

(a) Zuerst einmal ergibt sich als Schrodingergleichung getrennt fiir z > 0 und x < 0 die
bereits bekannte Gleichung
82
(@ - 2) p(x) =0

https://www.itp.kit.edu/courses/ss2020/theod Seite 1 von @


mailto:stefan.liebler@kit.edu
https://www.itp.kit.edu/courses/ss2020/theod

mit p = y/—2mE/h? und E < 0. Die beschriankten(!) Losungen dieser Gleichung sind

(z) = Ae” fur <0
volt) = Ase ™ fir >0

Um die Anschlussbedingung fiir die Ableitung ¢'(z) zu ermitteln, integriert man die
Schrédingergleichung von —e bis € und erhélt

€ h2 62 €
| (“am s~ v00(@) ) ptedto = [ Eptaras
h2
—g, (€)= (=€) = Vop(0) = Ep(€)2e.
mit £ € [—¢,€]. Somit folgt im Limes € — 0
_ 2mVyp(0
#(0) —(07) = 220
Die Ableitung macht also einen endlichen Sprung definierter Gréfle. Insgesamt folgt so
p(07) =p(07) = Ai=Ay=A
B 2mVyp(0) Vom Viim
rintY A N ) — - 0
©'(07) —¢'(07) 2 = = bzw. E 572
Die Normierung von ¢(z) liefert auerdem A = ,/p, denn

[e) 0 o] AQ AQ A2
delp(@)? = | deA?e 4 | deAPe = 4 L.
—00 —00 0 2P 2p p

< 0.

Also ist @g(z) = (/pe Il

(b) Aus Symmetrieiiberlegungen folgt fiir die von rechts einlaufenden Lésungen durch @ — —x

' () = 1 e pe/h fir <0
Ppl\T) = \/ﬁ e—ip:c/h H}m sz/ﬁ fiir >0

In dieser Teilaufgabe ist nun die Orthonormalitdt des gebundenen und der Streuzustidnde
zu zeigen. Wir starten mit (yg|po) = 1, welches wir schon durch die Normierung in
Teilaufgabe (a) garantiert haben. Des Welteren ist

/ 1
= d px+ipz/h px—ipz/h / —pa-tipa/h
900’<Pp> / ) [e 1+Zf<&€ 2rh l+me
= R — / daj eix(ipfp/h) — Lei{l‘(ip%»p/h) + 7/ eiz(ip+p/h)
2rh 0 1+11k 141k

Wir benutzen die angegeben Beziehung zur Berechnung des Integrals, konnen den Anteil
der §-Distribution aber streichen, denn das Argument derselben ist nie Null. So bleibt

! p { 1 [ K {
(olep) = 27h [i,o —p/h 1+irip+p/h 1 +mip+p/h]
_ \/Ti(ip +p/h)(1 +ix) —i(ip — p/h) — k(ip — p/h)
2rh (1 +ix)(ip — p/R)(ip + p/h)
p —ipk +ipk — K2p +ipk — ipK + K*p
2rh - (1 +ik)(ip — p/R)(ip + p/h)
Hierbei haben wir in der letzten Zeile p = kph benutzt.

=0.
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(¢) Zuletzt mochten wir zeigen, dass der gebundene Zustand und die Streuzustidnde als
Orthonormalsystem auch die Vollstandigkeitsrelation erfiillen. Dazu benétigen wir
insbesondere die Integrale {iber die Momenta. Der gesamte Integrand fiir x > 0 ergibt
sich zu

oy (@), (2') + ¢} (2) iy (a)

1 o 5 1 ; it 1 e f‘€2 : o
— e ipz/h —ezpm/h e~ ipT /b = e /h ezp(z z')/h
21th 1 —ik 1 +ik (1 —ir)(1+ik)
_ L [1gita—sn | 1 ita—syn _ (cos(p(z + 2')/h) + ksin(p(z + o) /h))
2 2 2 :
mh 1+k

Der letztere Term berechnet sich unter Beachtung von p = kph mit Hilfe der Formeln
auf dem Ubungsblatt zu

_B/OO d/{cos(p/f(x—i-x’))+/<asin(p/<(x+a:’)) P [7r

™

2 2

Die Integration iiber die ersten beiden Terme lésst sich wieder mit Hilfe der Beziehung
der letzten Teilaufgabe 16sen und so bleibt von diesen

1 ih ih x—a x—a ,
27rh[x—x’_x—x’+m5( - >+7T5(— - )}—6@—9&).

Da zuletzt auch ¢o(z)po(z') = pe ?@+*) folgt in der Summe

o) po(z’) + / " dpe (@) () + / " dpg (@) el(a) = 6z — o).

14 K2 T

Aufgabe 2: Basistransformationen ‘1—|—1—|—2 = 4 Punkte ‘
In einem zweidimensionalen komplexen Hilbert-Raum mit normierten Basisvektoren {|+) ,|—)}
sei ein hermitescher Operator M definiert durch M |[+) = |+) ,M |—) = —|—) , (+]|—) = 0.

(a) Wie lautet M in der Basis |+),|—)?

(b) Wir definieren |1) = \%(H—) +i|—)) und [2) = \%(\—H —i|—)). Wie grof§ ist die
Wahrscheinlichkeit fiir M = +1, M = —1 jeweils in den beiden Zustédnden |1) und |2)?
Hinweis: Offenbar sind die betragsquadrierten Entwicklungskoeffizienten in der Eigenbasis
{|+),|—)} zu berechnen.

(c) Zeigen Sie explizit, dass |1) und |2) orthonormal sind. Bestimmen Sie die unitére
Transformationsmatrix U, die {|+),|—)} in {|1),]2)} iberfiihrt. In welche Matrix N
wird M durch U transformiert?

Lésung der Aufgabe

(a) Die Zusténde sind orthonormiert, daher gilt sowohl (+|—) = 0 wie auch (+|+) = (—|—) =
1. Damit kénnen wir direkt die Matrixelemente in der Basis berechnen

My = (+[M|+) = (+|4) =1, M= (+[M|-) = = (+|-) =0
My = (—|M|+) = (=|+) =0,  Mp=(-|M|-)=—(-|-)=-1.
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Somit nimmt der Operator in der angegebenen Basis die nachfolgende Form an:
1 0
M= (O _1> |

(b) Wir haben nun die Zustéinde |1) = \/Ai (|4+) +i|-)) und |2) = \/LQ (|4) —i]—)) gegeben.
Die gefragten Wahrscheinlichkeiten ergeben sich aus der Berechnung der Entwicklungsko-
effizienten in der Eigenbasis von M. Daher ist im Zustand |1):

Py = [(HIE = S 1(H) +i ()P = 5

P= (=) = 5=+ (- = 5.
In dquivalenter Weise folgt in Zustand |2):

Py = [+ = S ICHH) i (H=)E = 5

Po= (=2 = 5 -1+ i (=) = 5.

(¢) Wir priifen die Orthonormalitit der Vektoren |1) und |2) und erhalten

(112) = 5 (G = i (=) () = i1-)

= S () = i (H=) =i (=) = (=) = 5~ 1) =0 = (211}
(111) = 5 (¢ = i =D () +i1-))

= (G + (=) — i) + ) = 30+ D) = 1
@12) = 3 (H + (=) () = i1-)

= S (G =i (=) i) + ) = 30+ D) = 1

Somit sind die beiden Vektoren orthonormal. Wir méchten, dass U|+) = [1) und
U|—) =|2). Daher ist die Transformationsmatrix gegeben durch

)

Es ist leicht zu zeigen, dass diese Matrix unitér ist, denn

1 /1 —i 1 1 1 0
UTU _ UUT

Wir bestimmen nun N, indem wir z.B. (1|M|2) = (+|N|—) fordern. Es folgt (+|N|—) =
(1JUNUT|2), wenn wir die zwei Vektoren {|+),|—)} wieder durch {|1),|2)} ausdriicken.
Es ist somit M = UNUT oder N = UTMU und somit

T [ R O BT B
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Aufgabe 3: Eigenvektoren und Eigenwerte eines Operators ‘2—|—2 = 4 Punkte

Die Vektoren {|1),]2)} seien eine Orthonormalbasis eines zweidimensionalen komplexen
Hilbert-Raums. Gegeben sei der Operator

i (? _()Z) dargestellt in der Basis (Z) =all) +0b[2) .

(a) Ist o, hermitesch? Berechnen Sie die Eigenwerte und -vektoren |z;) beziiglich der
angegebenen Basis.

(b) Priifen Sie die Orthogonalitdt und Vollsténdigkeit der Eigenvektoren in der Darstellung
der Orthonormalbasis. Driicken Sie den Projektionsoperator P = ). |x;) (z;| durch die
Orthonormalbasis aus und wenden Sie diesen auf die Eigenvektoren |z;) an.

Lésung der Aufgabe

(a) Offensichtlich ist o, hermitesch, denn es gilt a; = o,. Die Eigenwerte ergeben sich aus
der Sikulargleichung (charakteristische Gleichung)

det(o, — A) = det <_z/\ :;\) =M -1=0

zu Ay = 1 und Ay = —1. Die dazugehorigen Eigenvektoren ergeben sich wie folgt:

. -1 — T11\ . 1 1
(O'y — /\1]I)ZL’1 =0 = < i _1) ($12> =0 = x= E <_1)
— L =\ (@a1) _ 1 [
(O'y — /\Q]I)Ig =0 = <Z 1 > <3§’22) =0 = x9= E (1)

Diese konnen nun wieder durch die Orthonormalbasis dargestellt werden:

i1 =12)) (1) +12))

1 1
1) = ﬁ( |22) = Wi

(b) Die Orthogonalitét ergibt sich wie folgt:
(=i (1] = (2)) (@ [1) + [2))

((11) = (1[2) =2 (2[1) = (2]2)) = 0 = (w2|z1)
Die Vollstandigkeit ergibt sich nach:

(z1|z2) =

N~ DN~

Z i) (wi| = % [ 11) = [2) (= (1 = 2) + (@ [1) +12)) (=i (1] + (2])]

= [ (A +12) 2[ =T

Analog kann man die Vollstdndigkeit auch iiber die Nutzung der Vektordarstellung zeigen,
die auf die Einheitsmatrix fithrt. Nun fehlt noch die Betrachtung des Projektors

P = Z [23) (i = [1) (1] + [2) (2]

geméif der Vollstandigkeit. Daher ldsst der Projektionsoperator die Eigenvektoren auch
unverdndert.
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Aufgabe 4: Operatorspielerei, die Dritte ‘2—|—2 = 4 Punkte ‘

Die zwei Teilaufgaben sind linear unabhéngig.

(a) Zeigen Sie: Besitzt ein linearer Operator A die Eigenschaft AAT = ATA und ist |a) mit
{ala) = 1 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert a, so ist |a) auch Eigenvektor von AT zum
Eigenwert a*. Hinweis: Ein Operator, welcher mit seinem Adjungierten vertauscht, heif3t
Normaloperator und besitzt stets ein vollstdandiges System orthogonaler Eigenvektoren.

10

Zeigen Sie mit Hilfe der bekannten Reihenentwicklung, dass exp(iao,) = [ cos a+io, sin «
mit dem Einheitsoperator I.

(b) Gegeben sei der Operator (0 1)
Oy = :

Lésung der Aufgabe

(a) Es gilt also Ala) = ala) und somit weiter (a| AT = a* (a|. Aus (a|Af|a) = a* (ala) = a*
ergibt sich dann auch

Alla) = a"la) +|x) mit {alx) =0
Somit bleibt zu zeigen, dass |x) = 0 bzw. (x|x) = 0. Dies folgt aus:
(xIx) = [{al A — a(al] [A"|a) — a” |a)] = (alAAT|a) — a(a|AT|a) —a” (a| Ala) + aa” {ala)
N—— \/-:
=a* =(alA

= (a| AAT — ATAla) =0

=0

Damit ist AT |a) = a* |a).

(b) Wir nutzen wieder die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion und erhalten so

1 X1 > 1
exp(z’cwx) — § (Z[L’O'x)n—l — E ‘Z'2na2n0_32;n + § 'i2n+1a2n+10_§n+1
— nl = (2n)! “—~ (2n+1)!
o0 (o]
(=" , (D" o
= "+ ———a"" o, - 1
S ey it

=1ITcosa + io, sin«

wobei die vorletzte Zeile sich aus der Relation

2
01
2 o 2n 2n+1 _
O'l,(l 0) =1 bzw. o) =1, o] = o,

ergibt.
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