Sommersemester 2020 - Blatt 7 Ausgabe: 01.06.20
\ Moderne Theoretische Physik I Abgabe: 08.06.20
B\ Prof. Dr. M. M. Miihlleitner, Dr. S. Liebler Besprechung: 10.06.20
-~

Gesamtpunktzahl: |20 Punkte

Ubungsbetreuung: Stefan Liebler (stefan.liebler@kit.edu)

Karlsruhe Institute of Technology

Aufgabe 1: Vollstandiger Satz kommutierender Observablen‘ 2+2+2 = 6 Punkte ‘

Ein dreidimensionaler reeller Hilbert-Raum werde durch die Basis {|1),|2),|3)} aufgespannt.
In dieser Basis seien die zwei Operatoren

1 00 0 01
H=hm [0 0 0 und B=b[0 1 0 definiert.
0 0 1 1 00

(a) Sind H und B hermitesch? Bestimmen Sie die Eigenwerte von H und B.
Hinweis: w und b seien reell.

(b) Zeigen Sie, dass H und B vertauschen. Es existiert somit ein gemeinsamer Satz von
Eigenvektoren. Ermitteln Sie drei Vektoren, die sowohl zu H als auch zu B Eigenvektoren
sind. Ist {H, B} ein vollstandiger Satz kommutierender Observablen?

(¢) Zusétzlich sei

B =10

o O O

00
10
00

definiert. Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von B’. Bilden {H, B’} einen
vollstéandigen Satz kommutierender Observablen?

Losung der Aufgabe

(a) Offenbar ist an der Form der Matrizen schon erkennbar, dass Hf = H und B' = B
gilt, sofern w und b reell gewdhlt werden. In diesem Falle sind beide hermitesch. Wir
bestimmen nun die Eigenwerte von H durch die charakteristische Gleichung

how— M0 0
det(H — A1) = det 0 —\H 0 = Mhw -2 =0.

0 0 hw-— M\
Daraus folgen der Eigenwert A = 0 und der entartete Eigenwert )\53 = hw. Analog folgt
fir B

—\B 0 b
det(B—X°I)=det[ 0 b—-XF 0 | =0-p")b-NP)=0.

b 0 —\B

Daraus folgen der entartete Eigenwert A’y = b und der Eigenwert A = —b.
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(b) Zuerst sei der Kommutator von H und B berechnet

001 0 01
[H B|=HB—-BH=hmhwb |0 0 0] —10 0 0 =0.
1 00 1 00
Also vertauschen H und B. Wir bestimmen das Eigensystem von H durch
hw 0 0 o 0
(H- XMz =0 = 0 0 0 Bl =0 = =11
0 0 ’hw zi 0

H

0 0 0
1 1

(H—=MDayls =0 = |0 hw 0] (28] =0 = aff=—0[(0], 2f=—
0 0 o) \af, V2 \y V2 \

Die Vektoren xif und xi! sind orthogonal gewiihlt. Wieder verfahren wir analog fiir B
und erhalten

10 1\ [2F .
(B=XMDaP=0 = [0 1 0] [|25]=0 = 28=—"—
10 1) \zf V2 \
-10 1 xfy, 0 !
(B-XDaf,=0 = |0 0 0] [afp]=0 = 2F=][1], xf—ﬁ 0
B

Auch hier ist wieder 2P und 2% orthogonal gewiihlt. Da offenbar 22 = 2z fiir alle
drei Eigenvektoren gilt, haben H und B ein System gemeinsamer Eigenvektoren. Sie
bilden ein vollstandigen Satz von Observablen, da durch die Angabe der Eigenwerte die
Entartung aufgehoben wird

(¢) Auch hier soll wieder das Eigensystem berechnet werden. Es folgt

=M 0 0
det(B' = ATy =det | 0 b-AF 0 |=X"20-)\)=0.
0 0 =\

Daraus folgen der entartete Eigenwert A, = 0 und der Eigenwert \Y" = b. Fiir den
entarteten Eigenwert folgt als Eigensystem

0 0 0\ [z L /1 A
B -l =0 = [o1 0| (afy) =0 = = (o], =0
00 0/ \aty V2 {4 V2 g

Daher bilden {H, B’} offenbar keinen vollstdndigen Satz von Observablen, da mindestens
zwei der gemeinsamen Eigenvektoren zu jeweils entarteten Eigenwerten gehoren. Die
Entartung kann nicht aufgehoben werden.
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Aufgabe 2: Quadrierte Operatoren ‘2+1—|—2 = 5 Punkte ‘

Ein dreidimensionaler reeller Hilbert-Raum werde wieder durch die Basis {|1),|2),|3)} aufge-
spannt. In dieser Basis seien die zwei Operatoren L, und S definiert durch

L 1) =11),  L:A2) =0,  L:[3)=—[3),
SiH=13), S2=102, SB=1).
(a) Geben Sie die Matrizen an, die die Operatoren L., L? S und S? in der angegebenen
Basis représentieren. Sind die Operatoren Observablen?
(b) Geben Sie die allgemeinste Form einer Matrix an, die mit L? kommutiert.

(c) Bilden L? und S einen vollstéindigen Satz kommutierender Observablen? Geben Sie eine
Basis aus gemeinsamen Eigenvektoren an.

Lésung der Aufgabe

(a) Zuerst ordnen wir den Operatoren in der angegebenen Basis die folgenden Matrizen zu

10 0 00 1
L.=|00 0|, S=1010],
00 —1 100
100 100
L*=(0 0 0], S2=101 0
001 00 1

Alle Matrizen sind reell und symmetrisch und daher hermitesch. Sie kénnen diagonalisiert
werden und stellen somit potentielle Observablen dar.

(b) Die allgemeinste Matrix N, die mit L? vertauscht, ist von der Form

ny 0 ngs
N = 0 M99 0 s
n3y 0 ngs

da die Matrix eine beliebige Mischung im Raum zwischen den Elementen {|1),|3)}
induzieren kann. Damit ist auch klar, dass L? mit allen anderen angegebenen Matrizen
vertauscht.

2
(c) Zuerst halten wir fest, dass L? schon diagonal ist mit einem entarteten Eigenwert )\fg =

1 und einem Eigenwert )\5g = 0. Somit bildet L? alleine keinen vollstindigen Satz
kommutierender Observablen. Wir betrachten des Weiteren dann .S. Offenbar haben beide
Operatoren den Eigenvektor [2) zum Eigenwert A\>* = 0 und A§ = 1. Im verbleibenden
Unterraum aus {|1),|3)} nimmt S die Form

0 1

10
an und hat somit die weiteren Eigenwerte A\{ = 1 und \§ = —1 aus der charakteristischen
Gleichung A> — 1 = 0. Erster Eigenwert ist auch entartet, da schon \; = 1 war.
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Die zugehorlgen Eigenvektoren sind ohne weitere Rechnung |27) = 7 (11) +13)) und
|25) = —[3)). Beide dieser Eigenvektoren sind auch Elgenvektoren zu L? mit

Elgenwert )\1’3 = 1. Somit ist die Entartung aufgehoben und es handelt sich um einen
vollsténdigen Satz kommutierender Observablen. Wir charakterisieren die Eigenvektoren

P )\5 > und schreiben

le2> ‘x1> =|1,1)
x§2> ‘x2>*|01

25ty = |of) = 11, -

wieder durch die Eigenwerte

Aufgabe 3: Impulsraumdarstellung ‘2—|—2 = 4 Punkte

Ublicherweise wird die Schrodingergleichung im Ortsraum mit z als freier Variable diskutiert.
Wir kénnen aber genauso im Impulsraum mit p als freier Variable arbeiten.

(a) Leiten Sie die Darstellung des Ortsoperators X im Impulsraum ab. Hinweis: Gehen Sie
wie in Vorlesung 12 bei der Ableitung des Impulsoperators im Ortsraum vor.

(b) Wie lautet die eindimensionale Schrodingergleichung mit dem Potential V' (z) in der

Impulsraumdarstellung? Spezialisieren Sie das Ergebnis auf das Potential V(z) =

Qmw2x2

Losung der Aufgabe

(a) Zwischen den Wellenfunktionen im Orts- und Impulsraum ldsst sich mittels Fouriertrans-
formation wechseln, geméaf

@E(p, t) = \/%/d:ﬂe_%px@/}@,t).

Fiir den Erwartungswert des Ortsoperators X gilt daher

e DX [o(e,t) = [ devtatyevlet) = [ dov@iny)5 [ din x\,,

2 e
/dpwp, ( )\/;/dm/)xtehm

=% [avitn.0 5 ity
= ; D(p, ) (p, t)‘:j - E/dpwp’ 2 8315( t
~ [ ditpaying i),
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Somit ist der Ortsoperator im Impulsraum durch X = iha% gegeben. Es wurde angenom-
men, dass die Wellenfunktion im Unendlichen verschwindet.

(b) Die stationére Schrodingergleichung ist bekanntermafien im Ortsraum von der Form

ih%¢(m,t) = Hi(z,t) = ih%w(az,t) = (——m7 + V(x)) W(x,t).

Dabei entspricht H = % + V(z) mit dem Impulsoperator P = ’Z—?a% im Ortsraum. Im

Impulsraum ist nun P = p und der Ortsoperator geméf (a) X = iha%, so dass folgt

ih 3o t) = (p—2 " v<m§p>) Snt).

ot 2m
Insbesondere folgt fiir das angegebene Potential
0 - P> mw?h? 0%\ -
h—(p,t) = [ — — = t).
ihz (P, 1) (2nz > 0y Y(p,t)
Aufgabe 4: Impulsoperator und Impulseigenzustinde ‘2—|—2—|—1 = 5 Punkte

Betrachten Sie ein quantenmechanisches Teilchen, welches sich frei entlang einer Raumrichtung
der Lénge 2L bewegen kann.

(a) Unter welchen Randbedingungen an die Orstraumwellenfunktion ist der Impulsoperator
P, im Ortsraum hermitesch?
Hinweis: Schreiben Sie (¢|P,|¢) = ffL dxw*%ﬁmqﬁ und integrieren Sie partiell. Welcher
Teil des Resultats muss entfallen, damit Hermitizitéit vorliegt?

(b) Betrachten Sie nun die Eigenwertgleichung fiir den Impulsoperator P, [p) = p|p) im
Ortsraum. Bestimmen Sie unter Beriicksichtigung der in (a) gefundenen Randbedingungen
das Eigenwertspektrum und die normierten Eigenfunktionen |p) bzw. i,(x).
Hinweis: Die Randbedingungen aus (a) fithren auf |¢,(L)|? = [¢,(—L)|?, wobei 1,(z)

die Wellenfunktion von |p) im Ortsraum darstellt. Sie sollten ¢ (z) = N e/ mit
nh

Pn = "7, n € Z erhalten.

(¢) Untersuchen Sie den Grenzfall L — oco. Was passiert mit dem diskreten Spektrum der
Impulseigenwerte fiir L. — oco? Normieren Sie die Eigenfunktionen auf die §-Funktion
{plp) = d0(p —1').

Hinweis: Berechnen Sie zuerst (p|p’) fiir den endlichen Fall. Sie erhalten einen Zusam-
menhang, welcher die Normierung auf die 6-Funktion rechtfertigt.

Loésung der Aufgabe
(a) Der angegebene Erwartungswert ist im Orstraum gegeben durch
L L L
h h h
trrio.0=Sve| [ ar(bowr)o
I i i L L i

L L A * i h
t [ (Sow) o= Ture| +inle) = Lo
L

—L

wirds) - |

h
By (Gl

L
—L

L
—L
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Somit ist P, hermitesch, falls F¢*¢| =0, also ¢¥*(L)$(L) = 1*(—=L)¢(—L). Insbeson-

dere ist dies erfiillt fiir normierbare Wellenfunktionen im Limes L — oc.
(b) Offensichtlich ist ein Spezialfall aus (a) die Randbedingung fiir die Wellenfunktion des

Impulsoperators [¢,(L)|* = [¢,(—L)|?. Als Eigenwertgleichung fiir den Impulsoperator
im Ortsraum ergibt sich

0

Pap@) =pipla) = ~-gyla) = pila).

Damit sind die Eigenfunktionen von der angegebenen Form ,(z) = N i, Um die
angegebene Gleichung aus a) fiir beliebige Wellenfunktionen zu erfiillen, muss sogar
allgemein v, (L) = ¢,(—L) gelten. Dies fithrt auf

NePnb/h — Ne=tpnL/h = 2L/ — 1 = 20l =2mn, ne.
Also gilt fiir die Impulseigenfunktionen im Ortsraum
n i/hpnx : nmh
Yy (x) = Ne"/"n mit pn:T,nEZ.

Zuletzt ist noch die Normierung N zu ermitteln. Dazu berechnen wir im Hinblick auf
Teilaufgabe (c) bereits (p[p’). Hierfiir folgt

. . L .
<p|pl> :/ dl’|N|2 —% p—p')r _ |N|2 —%(p—p’)x |N|2 hi (6 %(p p)L 6%(]} p)L)
- p—7 _L p—v
2h 1 sin (L(p — pL
= |NJ? s1n( (p—7p)L )I\N\22h lIl(h<p /p) )
p—r h p—7p

Im Limes p — p’ folgt nach 'Hopital
lim sin(ax) .
z—0 x

Somit ist fiir p = p’

(plp) = IN?2L=1 = N=—.

(c) Offenbar wird das diskrete Spektrum der Impulseigenwerte fiir L — oo kontinuierlich,
alle Impulse werden somit méglich. Der Ausdruck 0z (z) = w konvergiert zudem fiir
L — oo gegen die ¢-Distribution, so dass eine entsprechende Normlerung gerechtfertigt

ist. Dann folgt

1 / /
= [N|*26 (h—ﬁ(p —p )) = |N|*2rhd(p — p') .

1

Um auf die 4-Distribution zu normieren, ist also N = /5 =.
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