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Aufgabe 1: Quantenmechanischer Virialsatz ‘2—|—3 = 5 Punkte ‘

Betrachten Sie die stationéren Zustande gegeben durch die Energieeigenfunktionen |¢g) mit

1
H |[¢p) = EYg) , H:2—P§+V, H=H".
m

(a) Zeigen Sie, dass fiir jeden Operator A der Erwartungswert (¢g|[A, H||¢g) im Zustand
|g) verschwindet. Hinweis: Fiithren Sie die Rechnung vollstdndig im Hilbert-Raum mit
|tg) durch, eine Verwendung der Orts- oder Impulsraumdarstellung ist nicht notwendig!

(b) Beweisen Sie fiir eindimensionale Potentiale der Form V = az* mit a,k reell den

quantenmechanischen Virialsatz fiir Erwartungswerte von Energieeigenzusténden:

(mf2) = 5W)

Hinweis: Betrachten Sie den Kommutator [H, P, X] und benutzen Sie (a). Nutzen Sie
hier den Impulsoperator im Ortsraum. Sie erhalten fiir den angegebenen Kommutator
[H,P,X] =1 (P2 —kV).

Lésung der Aufgabe

(a) Hier folgt durch einfache Umformungen

(el [A, H] [Yp) = (Yp|(AH — HA)YE)
= (Yp|AHYp) — (Yp|HAYg) = (Yp|AEYE) — (H'p|Avg)
= (Ve|AEYE) — (HYp|AYp) = E (Yp|AVE) — (YpE|AYE)
= E(Yp|A¥p) — E* (Yp|A¥r) = E (Yp|A¥E) — E (Yp|A¢E) = 0.
Dabei wurde benutzt, dass H = H' und daher auch £ = E* gilt.
(b) Wie angegeben betrachten wir den Kommutator [H, P, X] und finden

P? P?
[H P, X|=|—"=4+V,PX| = |—",PX|+]|V,PX].
2m 2m ———

=:2)
=:1)

Es folgt fiir 1)

2 2 2
2 px| - [Eon]xr [E ]
m

2m 2m
=0
P, P, P, h h P2
= o [PJ??X} :_(Px[Pr’X]"‘[vaX]Px):_2_.Px:—.—x-
2m 2m 2m 1 1 2m
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Hierbei wurde der Kommutator [P, X| = % gemafl Vorlesung benutzt. Weiter ergibt sich
fiir 2)

[V, P,X] = [aX* P, X]| = [aX* P,] X + P, [aX* X] = (aX"P,X — aP, X"*").

=0
Im Ortsraum ist nun X = 2 und P, = %% und somit
[V, P, X] = (oza:ké - aij(k + 1)z = Eamk(l —(k+1)) = —El{:V.
) ) ) )

Damit folgt der angegebene Hinweis

h [ P2
[H,P,X] =~ <—ff - kV) .
1 m

Gemaf Teilaufgabe (a) verschwindet der Erwartungswert von (¢g|[H, P, X]|[tr) und
daher ergibt sich

h P? h 1 k
- <1/JE| - |¢E> - (Ve|kV|YE) = <2m a:> 5 (V)
Aufgabe 2: Teilchen in einem Magnetfeld ‘2—|—2—|—1—|—1 = 6 Punkte

Wir betrachten in dieser Aufgabe ein Teilchen in einem Magnetfeld und méchten uns bekannte
klassische Resultate auf die Quantenmechanik iibertragen.

(a)

Zunichst betrachten wir die klassische Theorie. Ausgangspunkt ist die Lagrangefunktion

1 .
L= smi+ T5. A7)

@)

mit 7 = 7 fiir ein Teilchen der Masse m mit Ladung ¢ in einem Magnetfeld B=VxA.
Zeigen Sie, dass der zu Z konjugierte Impuls durch p'= mv + 24 gegeben ist, und die
Hamilton-Funktion durch

Wir erhalten nun die Quantentheorie des Teilchens im Magnetfeld, indem wir # und p’
durch Operatoren X und P ersetzen, die die kanonischen Vertauschungsrelationen erfiillen.
Bestimmen Sie den Operator 17, der der Geschwindigkeit v des Teilchens entspricht, und
berechnen Sie den Kommutator [V;, V] in der Ortsdarstellung. Was stellen Sie fest?
Hinweis: Starten Sie mit P = mV + %/T()?) Sie sollten [V, V;] = i-2 ¢, By erhalten.

Fiir den Fall eines konstanten Magnetfelds B = (0,0, By)” in z-Richtung kénnen wir
A = (—yBy,0,0)” wihlen (sogenannte Landau-Eichung). Bestimmen Sie fiir diesen Fall
den Hamilton-Operator und zeigen Sie, dass dieser mit der z- und z-Komponente des
Impulsoperators P vertauscht.
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(d)

Stellen Sie noch immer fiir den Fall des konstanten Magnetfelds die stationére Schrédin-
gergleichung (mit Energie F) fiir die Wellenfunktion ¢ (xz,y, z) auf. Machen Sie einen
Produktansatz ¢ (z,y, z) = exp(ipor/h)x(y) und finden Sie die Wellengleichung fiir x(y).

Lésung der Aufgabe

(a)

Die Lagrangefunktion lautet wie angegeben

Wir wéahlen & als verallgemeinerten Ort, ¢ = # und erhalten den zugehérigen Impuls
geméf

()i = 5 = ':mvi%—%Ai(x):( mi+ LAz 7))

i

H=pF G- L= <m17+%/f(£’)> U--MQ-%U A(@)
1, 1l g )2
—2m —2m< c (7)

Dabei wurde im letzten Schritt mit Hilfe von ¢ = X (p'— %/Y(f)) alles durch die kanonischen
Variablen p und ¥ ausgedriickt.

Wir stellen die kanonischen Variablen ¥ und p durch Operatoren mit der kanonischen
Vertauschungsrelation [X;, P;] = d;;¢hl dar. In der Ortsdarstellung ist
X, :  Multiplikationsoperator :  X;9(Z) = x;9(%)

h
P, : Ableitungsoperator :  Pji)(Z) = —aiw(f) :
Lor;

Hierbei wurde die Produktregel benutzt, z.B. 9;A4;¢ = (0;4;)1 + A;0;4, so dass sich
einige Terme wegheben. Die Komponenten der Geschwindigkeit vertauschen demnach
nicht, sofern ein Magnetfeld im Spiel ist. Wegen B = V x A kénnen wir auch schreiben

Vil =i B, Vil = i e B@), [V = i By)

oder in kurz [V, V;] = = r2 €k Br. Man nennt mV auch den kinetischen Impuls.
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(¢) Fiir den Hamiltonoperator erhalten wir

o= (P 1Ax)

2m c

- (B A+ A B+ SR

- 2m c

Fiir A = (=B,Y,0,0)7 ist A2 = B2Y2und P-A(X) = P,(—B,Y) = —By)YP, = A(X)-P.
Somit ergibt sich

2m
Offenbar kommt weder X noch Z in H vor, daher vertauscht H mit P, und P,. Es gilt

[P, H] = [P, H] = 0.

1 2
H=— (P24 P24y pP>+2igyp +LpB2y?) .
T Y z c CQ 0

Die stationdre Schrodingergleichung im Ortsraum ist Hi(x,y, 2) = EY(z,y, z) und somit

1 2

— (P24 P2+ P24 2L BoyP, + LB ) U(2,y,2) = Bu(z,y,2).

2m \' * v ? c 2 °

Der Ansatz ¢(x,y,z) = exp(ipox/h)x(y) ist ein verallgemeinerter Eigenzustand zum
Eigenwert py von P, und zum FEigenwert 0 von P,. Einsetzen in die obige Gleichung
liefert

1 q q
o (p% + P} + 2= Boypo + 533y2> x(y) = Ex(y)

% {P; + (%Boy +p0>2] xX(y) = Ex(y)

1 q*B? poc \’
— p24 170 s
[2m v T 2mc? <y * qBy
Wir fiigen hinzu, dass es sich dabei um die stationire Schrédingergleichung des eindimen-
sionalen harmonischen Oszillators handelt (mit verschobenem Potential) mit Frequenz
1 1¢4°B2 B
2 _ 14 D5y o we= 950

—mw* = 5 .
2 2 mc mce

x(y) = Ex(y) -

Die Energieniveaus fiir die Bewegung in der x-y-Ebene (p, = 0) sind unabhéngig von pg
udn dquidistant mit F, = h% (n + %) Diese diskreten Niveaus sind charakteristisch
fiir Teilchen im Magnetfeld, sind messbar in der Festkorperphysik und heiflen Landau-
Niveaus:

https://de.wikipedia.org/wiki/Landau-Niveau

Aufgabe 3: Observablen und Projektoren 1+14+2 = 4 Punkte

Wir betrachten ein Teilchen in einer Dimension, dessen Zustand durch eine Wellenfunktion

¥ (x) beschrieben wird. Nun wird eine Messung durchgefiihrt. Das Messgerit ist so konstruiert,

dass es genau dann ausschliagt, wenn sich das Teilchen in einem bestimmten Intervall I auf der
reellen Achse befindet.
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(a) Konstruieren Sie die zu dieser Messung gehorende Observable.

(b) Leiten Sie aus den Postulaten der Quantenmechanik eine Formel fiir die Wahrscheinlichkeit
her, das Teilchen bei der Messung im Intervall / zu finden.

(c) Angenommen, bei der Messung findet man, dass sich das Teilchen nicht im Intervall [
befindet. Finden Sie, basierend auf den Postulaten der Quantenmechanik, eine Formel
fiir die Wellenfunktion unmittelbar nach der Messung.

Losung der Aufgabe

(a) Klassisch betrachtet ist die Frage, ob das Messgerit ausschligt eine Funktion von x

gemf O1(x) = schldgt aus falls rxel
%7 schligt nicht aus falls = ¢ T
Wir fassen dies mathematisch in der Form
1 firxel
O1(@) = {o fiir @ ¢ I} = xi(@).
Letztere Bezeichnung mit y(z) erfolgt in Analogie zur charakteristischen Funktion in

der Mathematik. In der Quantenmechanik wird x zum Operator und somit auch O; per
Funktionalkalkiil. Insbesondere ist Oy in der Ortsdarstellung ein Multiplikationsoperator

der Form (O)(x) = xr(z)Y(x) .

Oy ist iibrigens gleichzeitig ein Projektionsoperator (sieche Blatt 5) auf dem Eigenraum
mit Eigenwert 1, denn
Of=xi=xr=0s

O}:E:XI:OI
Or=10;4+0-(I-0y).

(b) Sei |z), x € R ein Eigenvektor von . Wenn x € I, dann ist |z) ein Eigenvektor von Oy.
Daher ergibt sich fiir die gefragte Wahrscheinlichkeit

P(schlégt aus) = P(Messwert 1)
j— 5 2 _ 2 _ 2
] /md“ ) = [ dol alo) P = [ dolutol”

(¢) Nach der Messung mit Ergebnis 0 (“schlagt nicht aus”) ist das System im Zustand

1
N L Py,
V=T Y

wobei Py der Projektor auf den Eigenraum zum Eigenwert 0 ist. Wir finden explizit fiir
die einzelnen Terme

Pozl—XI
By = [ dzv(x)]2(1 =y (z)) = dz|(x)]?
(6| Polis) / B — xr(z) /M ()|

Bol) = (1= xr(2)¢(x) = xmyr()d(2) .
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