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Aufgabe 1: Harmonischer Oszillator und Quantisierung ‘2—}—1—|—1 = 4 Punkte ‘

Wie in der Vorlesung erklirt, ergibt sich aus der stationdren Schrodingergleichung eine
Eigenwertgleichung der Form
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LZ: xdi] h(@) = (1 - 20h(2),

wobei € durch E' = hwe mit der Energie £ des harmonischen Ostzillators verkniipft ist. Wir
wollen genau nachvollziehen, wie die Quantisierung von ¢ und damit E in der Analyse dieser

Gleichung zustande kommt. Dazu machen wir wie in der Vorlesung den Ansatz
o

h(E) = agn ™7,
m=0
wobei per Definition (von p € Z) ay # 0 sein soll.

(a) Zeigen Sie durch einen Koeffizientenvergleich, dass aus obiger Differentialgleichung die
Rekursionsrelation (2m + p 4 2)(2m + p + 1)agmi2 = (4m + 2p — 2¢ + 1)agy, fiir die
Koeffizienten as,, folgt.

(b) Betrachten Sie den Anfang der Rekursion und zeigen Sie, dass entweder p = 0 oder p = 1.

(c) Zeigen Sie, dass nach der Wahl von p alle Koeffizienten as,,,m > 0 eindeutig durch
ag bestimmt sind. Physikalisch relevant, also normierbar, sind nur die Losungen, fiir
die nur endlich viele Koeffizienten von Null verschieden sind. Leiten Sie daraus die
Quantisierungsbedingung fiir £ her.

Lésung der Aufgabe

(a) Wir finden die Rekursionsrelation durch Koeffizientenvergleich. Dazu berechnen wir

d o

) = Dot Py
21 d h(z) = i 2(2m + p)ag, &*™ P

dz —

d2

h(i):ZQm—Fp Y(2m + p — 1)ag,a*™ P2

m=0

= Z (2m' 4+ p+2)(2m + p + 1)agm 42327

m/=—1

Hierbei wurde m’ = m — 1 ersetzt. Gleichsetzen der Koeffizienten von #2™*P der
Eigenwertgleichung auf der linken und rechten Seite liefert dann

2m+p+2)2m+p+ Dagmie — 2(2m + p)agy, = (1 — 2¢)ag,
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und somit

2m+p+2)2m+p+ 1agmee = (1 — 2 + 4m + 2p)ag,, .

Der Term mit der niedrigsten Potenz von % auf der linken Seite der Gleichung ist
p(p — 1)agz?~2.  Auf der rechten Seite ist die niedrigste Potenz (1 — 2€)agi?. Fiir
allgemeines ag # 0 folgt somit p(p — 1) = 0 und damit entweder p = 0 oder p = 1.

aomo wird durch die Rekursionsrelation eindeutig durch as,, bestimmt, sofern p festliegt
und (2m+p+2)(2m+p—+1) # 0. Sowohl fiir p = 0 wie fiir p = 1 ist letztere Ungleichung
erfiillt. Daher sind fiir beide Wahlen von p alle as,,, m > 0 durch ay eindeutig bestimmt.
aom1o wird Null und damit ebenso alle hoheren Koeffizienten, wenn 4m +2p+ 1 —2e¢ =0
ist. Daraus folgt sofort ¢ = 2m + p + % und aufgrund von p =0,1 und m =0, 1,... ist

oo 133
somit € = 3,5,5,....

Aufgabe 2: Harmonischer Oszillator und Hermite-Polynome ’5-2 = 10 Punkte ‘

Wir méchten uns in dieser Aufgabe ndher beschéftigen mit den Losungen des quantenmechani-
schen, harmonischen Oszillators im Ortsraum. Diese beinhalten die in einer Prasenzaufgabe
schonmal angesprochenenden Hermite-Polynome H,(z),n € N. H,(x) ist ein Polynom vom
Grad n und kann wie folgt definiert werden: Sei f(r) = exp(—x?), dann ist

(a)

I p@) = (~1)" () ().

dxm

Zeigen Sie, dass H,(z) = <2x - di> H, 1(x).
x

Hinweis: Schreiben Sie (d/dx)" = (d/dx)(d/dz)" .

Zeigen Sie, dass exp(—t* + 2tz) die erzeugende Funktion der Hermite-Polynome ist, in
dem Sinne, dass I

dtm

—t2 42tz

Hy(z) =

t=0

Hinweis: Entwickeln Sie f(z +t) um z. Im resultierenden Ausdruck sollten Sie dann mit

e*” multiplizieren und die Ersetzung t — —t durchfithren und wiederum um ¢ entwickeln.

Beweisen Sie mit Hilfe der erzeugenden Funktion die wichtigen Rekursionsrelationen
LH,(z) =2nH,1(z) und H,(z) = 2zH,_1(z) — 2(n — 1) H,_s(2).

. . . . . 2
Hinweis: Differenzieren Sie zuerst e*” f(x — t) nach z.

Zeigen Sie durch Einsetzen, dass

1
_(Mmw\1 1 _mw o [ mw
Qpn(l‘) - ( hﬂ') /_an'e 2h Hn ( 3 55)

cine Eigenfunktion des Hamilton-Operators H = 5-P? 4+ $mw?X? ist.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass Sie die Gleichung (—%88—;2 + smw?z? — En> on(x) =0
erhalten. Sie benotigen nicht die explizite Form der Hermite-Polynome, sondern nur die

Rekursionsrelationen der vorherigen Teilaufgabel!
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(e) Berechnen Sie explizit Hy(x), Hi(x) und Hs(z). Zeigen Sie fiir n = 1 und n = 2, dass

" ) = = Gal(@!)10) = (\/m AN dm) e

auf die Losungen o1 (x) und pq(x) fithrt. Hinweis: Mit der eleganten algebraischen Losung
und damit a' und a beschiftigen wir uns niichste Woche ausfiihrlicher.

Lésung der Aufgabe

(a) Wir gehen aus von der Definition

d n
(d_> e = (~1)"H,(x)e
und erhalten damit

" e d (d\"' _. d . e
(=1)"Hy(z)e :%(%) e = —(=1)"'H,_i(2)e

= (=1t (—2:[: + %> H,_1(z).

Somit gilt offenbar

f@@):(mFQ%)Hnﬂ@

Zusatz: Diese Beziehung fithrt auf die Rodrigues Formel H,,(z) = (2z — <) - 1 und auch
unmittelbar auf die Darstellung H,(z) = (—1)"e®" Lee”.

dx™

—x2—t2 2tz

(b) Wie vorgeschlagen entwickeln wir f(z +1¢) =e um z und erhalten

flz+1) ionl :i%— " H, (z)e ™" .

n=

Multiplikation mit e** und die Ersetzung t — —¢ liefern weiter

e flz— 1) = %Hn(x)t" |

NE

3
Il
o

Die linke Seite ist e” f(z — t) = e " T2% —: g(t). Entwickeln wir um ¢t = 0, so ist die
linke Seite

1-3

n=0

9

.3._|H

Ein einfacher Vergleich mit dem vorherigen Ausdruck ergibt somit

d\" _ -
Hn(gj) _ g(”)(()) _ (%) e 1242t

t=0
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(¢) Wir starten, indem wir die Beziehung e*” f(z — t) nach « differenzieren. Dies liefert

o0

t" d
2 —t2 2w _ -~ 2H, .
¢ ; n!dx (z)
Die linke Seite lésst sich geméf vorheriger Teilaufgabe auch wieder umformen, die rechte

Seite im Index verschieben, so dass

0 tn+1 e tn+1 d
2 —H,(z) = ————H, :
HZ:O n! (z) nZ:O (n+1)dz (@)
Koeffizientenvergleich liefert nun
2H,(x) 1 d
— ~H,
n! (n+ 1) dx +1(7)
und damit
d d
%Hnﬂ(fﬂ) =2(n+1)H,(x) oder %Hn(x) =2nH, ().
Unter Verwendung der ersten Teilaufgabe folgt dann
d
H,(z)= (21’ - %) H, 1(x)=2zH, 1(z) —2(n — 1)H,—2(x).

(d) Aus der bekannten Eigenwertgleichung Hlp,) = E,|¢,) folgt unter Verwendung der
Ortsdarstellung P, = —ith 0, und X = z folgende Differentialgleichung

W s 15,
—%8z+§mwx —FE, | pn(z) =0.

Zu Zeigen ist, dass die angegebenen ¢,, Losungen dieser sind. Berechnen wir zunéchst
die zweite Ableitung von ¢,

mw\i 1 _mw 2 [w

1
mw\ 1 1 mw. 2 mw mw
= (= o * ——vx ) H,+2nH,_ —_— 0,
(hw) Jam ¢ {( hx> + N Ha h}

wobei die Abkiirzung H,, = H, ( %x) und die Ableitungsrelation der Hermite-Polynome

0, H, = 2n H,,_; verwendet wurde. Es folgt weiter

820, = (%)4 \/% 5 (_m_;’) {Hn + (—m—;x2> H, +2n \/Ehwg; H, .
+2n @x H, 1+2n (%) 2(n—1)H,_» (—%) }
() e ) {6 )

o0 |2 (\/?x) S } .
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Unter Verwendung der Rekursionsrelation fiir Hermite-Polynome H, (x) = 2x H,_(x) —
2(n — 1) H,_o(x) ergibt sich

i 1 w2 mw mw
= () e (12) fron
o ) e T G

o () fn 1 )

n? 1
= 0= {—% (—%) [Qn—i- 1— %ﬁ] + QmwaQ — En} ©On
1

<~ OZM(TL—FE)—En.

Somit ist ¢, Eigenzustand zum Eigenwert E,, = hw (n + %).

(e) Die gefragten Hermite-Polynome sind Hy(z) = 1, H;(z) = 2z und Hy(x) = 42® — 2. Es
1st

Damit ergibt sich

= (i)’

Dies stimmt tatséchlich mit ¢;(x) in Teilaufgabe (d) iiberein. Analog ergibt sich

_ L e R d
S02_\/§ h wmdz | 7°

(PO) L (4T ) e
hm

Dies entspricht @o(z) in Teilaufgabe (d).

Aufgabe 3: Harmonischer Oszillator und Korrespondenzprinzip\ 3-:2 = 6 Punkte \

Wir méchten noch einen Vergleich des harmonischen Oszillators in klassischer und quanten-
mechanischer Formulierung in einer Dimension beziiglich der Aufenthaltswahrscheinlichkeit im
Potential anstellen.

(a) Berechnen Sie zundchst die Observablen z(t), p(t) und E = 5=p? + 2ka? des klassischen
harmonischen Oszillators aus mi + kx = 0 mit der Frequenz w = /k/m, der Masse m,
sowie den Anfangsbedingungen z(0) = 0 und 4(0) = wA. Definieren Sie die klassische
Aufenthaltswahrscheinlichkeit Wy (x) iiber die Aufenthaltsdauer dt in einem Ortsintervall
dz nach Wy (z)dz = 2% mit der Periodendauer T' = 2%, Was ergibt sich fiir Wy (z) in

w

Abhéngigkeit von E? Hinweis: Sie sollten W, ' (z) = /25 — 22 erhalten.
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(b) Berechnen Sie die Erwartungswerte (z),, (z%),, (p),, (p?), und (E),. Hinweis: Sie kénnen
entweder die Aufenthaltswahrscheinlichkeit aus Teilaufgabe (a) nutzen und iiber den Ort
integrieren oder den Zeitmittelwert iiber eine Periodendauer ausrechnen.

(c¢) Betrachten Sie schliefllich die Funktion Wy (x), in der Sie die klassische Energie durch die
quantisierten Energien £ — E,, = hw(n + 1) ersetzen. Skizzieren Sie die Funktion fiir
einige n und vergleichen Sie mit der quantenmechanischen Aufenthaltswahrscheinlichkeit.
Was beobachten Sie fiir sehr kleine bzw. sehr grole n? Hinweis: Die quantenmechanische
Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist W,(x) = |p,(2)|? gemiB der vorherigen Aufgabe 2 (d).

Losung der Aufgabe

(a) Die Differentialgleichung des klassischen harmonischen Oszillators mit V' = 1kz? und
damit F' = —kx lautet mZ + kxr = 0. Der Exponentialansatz x(t) = ze' liefert die
Losungen o = ++/k/m. Mit der bekannten Frequenz w = y/k/m bleibt so x = 7;e™* +
Toe ™! Nun sei z(0) = Ty + T = 0 und somit Zo = —7;. Weiter sei #(0) = iwz;2 L WA
und daher z; = %A.

Somit ist

x(t) = %A(ew — e ™t = Asin(wt) #(t) = Aw cos(wt) .

Wir berechnen damit
p(t) = mv = mi = mAw cos(wt)

1 1 1 1 1
E=T+V = §m;t2 + 5]{::52 = §mA2w2 cos®(wt) + émszz sin?(wt) = §mw2A2 .

Somit ist auch A? = 7552 Wir berechnen nun die klassische Aufenthaltswahrscheinlichkeit
des Teilchens aus

di 1 dt
Wi (z)dr = T = Wi(z) = 2?%'
Es ist
d 2
% = Awcos(wt) = Awy/1 —sin(wt) = Awy 1= (5)
und damit
w 1 L !
Wi(z) =25 B - '

Es lédsst sich zeigen, dass diese Aufenthaltswahrscheinlichkeit korrekt normiert ist, denn

1 1l /m «

A A
1 o )
/AWk(x)de:/Aﬁdl’:;[aI'CSIIl(Z)}_A_;<§—|—§> =1.

https://www.itp.kit.edu/courses/ss2020/theod Seite 6 von


https://www.itp.kit.edu/courses/ss2020/theod

(b) Wir berechnen die klassischen Erwartungswerte. Dies kann auf verschiedene Arten
erfolgen: Entweder man berechnet den Zeitmittelwert iiber eine Periodendauer oder
man nutzt die zuvor berechnete Aufenthaltswahrscheinlichkeit. Beides liefert dquivalente
Resultate. Die Zeitmittelwerte ergeben

(z), = 1/0 z(t)dt = %A/o cos(wt)dt = %A ! [sin(wt)2™* = 0

w
I 1 T Left 1 2m/w
oy _ L 2(4 t:—Az/ 2o\ df — L A2 L oo
(@) T/o z”(t)d 7 ), cos” (wt)dt T 3 +4wsm( wt) )
1 .1 1
AT = A2
T 2 2
By = 1/T (t)dt = A / in(wt)dt = = Am [~ cos(@h]Z = = Am(~1+1) =0
Pk—TOP —meosmw —Tm cos(w Tm =
1 T 1 T 1 1 1 27 Jw
(P, = T/o pi(t)dt = CFAQmeZ/O sin?(wt)dt = TA2m2w2 [515— Esin(th)]o
1 1
A2 22— S22 42
FAmW S mw
I 1
<E)k_?/0 Edtzﬁmw A?

Wir zeigen exemplarisch die Berechnung iiber die Aufenthaltswahrscheinlichkeit

(2}, = /_ika(x)dx - l/A =0

2\ _ 2 — I A2
<$>k—/_ Wilw /Am SRR

Analoges geht auch mit dem Impuls. Fiir diesen konnte man sogar separat auch noch eine
Aufenthaltswahrscheinlichkeit Wy (p)dp mit W, ' (p) = m/m2w2A2 — p? definieren, was
wir hier aber nicht weiter ausfithren mochten. Wegen der Verschwmdenden Mittelwerte

(x), = (p), folgt fiir die Standardabweichungen Az = \/(2?), und Ap = /(p?),.
Zusatz: In der Quantenmechanik folgt ebenso (X) = (P;), = 0 und weiter

q

mit 23 = =, Fiir n = 0 ist dies von der Form der klassischen Losungen.

(¢) Wir betrachten nun die klassische und quantenmechanische Aufenthaltswahrscheinlichkeit
noch etwas niher und setzen in der klassischen Variante Wy (z,n) dazu die quanten-
mechanischen, diskreten Energiewerte ein. Die quantenmechanische Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit ist gegeben durch W,(z,n) = |p,(z,n)|? in der vorherigen Aufgabe. Wir
zeigen nachfolgend in blau die klassische Wy (z,n) und in rot die quantenmechanische
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Aufenthaltswahrscheinlichkeit W,(z, n) fiir n = 0,3 und 10:

Die klassische Aufenthaltswahrscheinlichkeit folgt stets dem gleichen Muster: Die Wahr-
scheinlichkeit ist am Rand des Potentials, an den klassischen Umkehrpunkten des Teilchens
am Grofiten, denn dort verbleibt fiir das Teilchen am wenigsten kinetische Energie und
es bewegt sich dementsprechend nur langsam vorwérts.

Fiir den Grundzustand n = 0 ist dies im quantenmechanischen Fall véllig anders: Dort ist
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Zentrum am Grofiten. Gleichzeitig ist zu beachten,
dass im quantenmechanischen Fall eine Aufenthaltswahrscheinlichkeit auch fiir sehr grofie
und kleine = besteht, da sich das Teilchen mit exponentiell fallender Wahrscheinlichkeit
im klassisch verbotenen Bereich aufhalten kann.

Fiir grofle n, wie am Beispiel fiir n = 10 schon ersichtlich, ndhern sich die quantenmecha-
nische und die klassische Aufenthaltswahrscheinlichkeit an.
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