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Aufgabe 1: Kohirente Zustinde 1+2424+24+2+24+1 = 12 Punkte ‘

Gegeben sei ein eindimensionaler, harmonischer Oszillator mit Auf- und Absteigeoperatoren a
und a mit [a, a'] = 1. Der Hamilton-Operator lisst sich schreiben in der Form H = hw(a'a + %)
und die Eigenzustédnde von H zu den Energieeigenwerten E,, = hw(n + %) lassen sich geméf

——(a")"pg, n =0,1,2,... aus dem Grundzustand gewinnen. Wir betrachten nun folgende,

Pn = 7
spezielle Uberlagerung von Eigenzustinden (kohiirente Zusténde)

=N —0, mit AreC.

(a) Zeigen Sie, dass 1y ein Eigenzustand zum Absteige- oder Vernichtungsoperator a ist und
bestimmen Sie den zugehorigen Eigenwert.

(b) Die Zeitentwicklung der Zusténde @, ergibt sich aus der bekannten Zeitentwicklung der
stationdren Zustinde ¢,. Geben Sie die Losung 1y (z,t) der zeitabhéngigen Schrodinger-
gleichung an. Fiihren Sie die Grofie A(t) = Ae ™' ein. Normieren Sie die Zustéinde und
bestimmen Sie so N. Hinweis: Sie sollten N = e~ **/2 erhalten.

(¢) Berechnen Sie fiir die kohérenten Zusténde 1, (z,t) die Orts- und Impulserwartungswerte
(X) (t) = (¥a(x, t)| X |¢x(x,t)) und (P,) (t) und vergleichen Sie mit den Ergebnissen des
klassischen Oszillators auf dem letzten Ubungsblatt. Hinweis: Schreiben Sie Orts- und
Impulsoperator in Form von a und af. Nutzen Sie \(t) = |\|e!*%.

(d) Zeigen Sie mit Hilfe der Baker-Hausdorff-Formel von Blatt 5, dass fiir zwei Operatoren
Aund B mit [A, [A, B]] = [B, [A, B]] = 0 die Bezichung e*A+B) = AABe=NIABl/2 gi]t.
Hinweis: Definieren Sie f()\) = e*45) und starten Sie mit f(A)Af(—\). Losen Sie die
Differentialgleichung, die Sie durch & f(\) erhalten.

e) Bringen Sie mit Hilfe von (d) y(z,¢) in die Form ¢y (z,t) = N(t)e*®@+0) 0 und
(e) i ¥
bestimmen Sie die Normierungskonstante N (t).

(f) Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte [¢y(x,t)[* eines kohérenten Zustands
dispersionsfrei ist. Welches Wellenpaket ergibt sich? Hinweis: Ersetzen Sie a' + a wieder
durch den Ortsoperator und schlussendlich durch den Ort im Ortsraum.

(g) Durch welchen Grenziibergang erhélt man klassische Oszillationen?

Lésung der Aufgabe
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(a)

Man erhélt beispielsweise

e A" > n
ahy = alN —=pn, =N —=a

0

= A" 1
NURAREDD ‘m%“%

A

—)\NZ —(Pn 1= )\NZ\/—SDn*

Hierbei wurde verwendet, dass apy = 0 und ¢,,_1 = \/Lnf!agpn gilt. Alternativ kann man
auch [a, (a")"] = n(a")"* und apy = 0 benutzen und rechnen

[e.e] )\n
ay = NZ ma(aT
n=0

e A" . o /\nfl -
=N @) oo = AN 3 (ah) oo = My
n=0 n=1

Somit ist 1, ein Eigenzustand des Vernichtungsoperators mit Eigenwert \.

Wir erinnern uns daran, dass der Separationsansatz ¢ (z,t) = ¢(z)®(¢) in der Schrédin-
gergleichung ih 2 (z, ) Hy(z,t) auf die Gleichung ih-2®(t) = E,®(t) fithrt und
daher auf den Zeitentwicklungsoperator U,, = e~ "t/ der smh fiir jeden Eigenzustand
¢, unterscheidet. Konkret folgt hier U, = e~“"e )2 aufgrund von B, = hw(n + 3)
und somit

00 A" '
z,t :NE e Ent/h

- (/\eim)n —iwt/2 —iwt/2 - At)"
Y Sy AT SE U

Auch hier gilt wieder ayy(x,t) = A(t)ia(z, t). Wir mochten die Zustdnde noch normieren.
Es ist

L= (gl )|, 1)) = [ NPt/ 2o <Z “eu Z >

ey fyi”m (Galim) = N ZM

n=0 m=0

= |N[2ePOP

Hierbei wurde (n|@m) = 0nm benutzt. Somit ist N(t) = e"M*/2 die Zeitabhiingigkeit
aus |A\(t)| = |\|* fillt heraus.

Nun sind die Orts- und Impulsmittelwerte im zeitabhéngigen kohérenten Zustand ¢ (z, t)
zu berechnen. Dazu sei angemerkt, dass man den Ortsoperator schreiben kann in der Form
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X =/52=(a +a) = \%xo(cﬁ + a). Damit folgt fiir den Mittelwert des Ortsoperators

<X>1/;)\ = <1/})\(.17, t)|X|¢>\(I, t>>
1

= Exo (<¢A(x,t)]aTw>\(:v,t)> + (w,\(a:,t)|a1,b,\(as,t)>)
- % (ator (. Dla (2, 1)) + (b (2, £) i (2, 1))

1 . 1 .
= 5% (N (t) + A1) (@, )|l 1) = ok (A*() + A(R)) -

Hierbei wurde benutzt, dass der kohdrente Zustand normiert ist. Wir schreiben die
komplexe Zahl \ in der Form \ = |A|e, so dass A(t) = |A|e ¥ Dann wird aus dem
Mittelwert des Ortsoperators

<X>¢>\ _ EZEO|A| (ezwt—z5 + e—zwt—l—zé) _ \/§$0|)\| cos(wt . 6) )

Dies entspricht der klassichen Oszillation auf dem letzten Ubungsblatt, auf dem wir
z(t) = Asin(wt) erhalten haben. Dabei ist hier A = v/2z,[A| und 6 = Z. Zur Berechnung

des Mittelwerts des Impulsoperators benutzen wir P, = iy /2% (af —a) = imw\%xo(cﬁ —a)
und erhalten damit

(Pe)y, = (Ua(@, D) Pelvoa(, 1)

1 1 L o
= imw—l’o(/\*(t) _ )\(t)) — imw—xdﬂ(e“’t—l‘s . e—zwt+z5>

V2 V2

= —V2mwzo|\| sin(wt — 6) = Amw cos(wt)

wobei wir im letzten Schritt wieder A = v/2x0|A| und § = Z gesetzt haben, so dass
wir exakt das klassiche Verhalten des letzten Ubungsblattes reproduzieren. Wie in der
Klassik gilt (Py),, = mi (X) », im Einklang mit dem Ehrenfest-Theorem.

(d) Wir erinnern an die Baker-Hausdorff-Formel, die gegeben war durch

. < 1
eABe 4 = —C,
n!

n=0

mit den linearen Operatoren A und B sowie den Operatoren Cy = B und C,, = [fl, Cn,l]

(n=1,2,...). Wir definieren f()\) = e’4+5) Dann liefert die Baker-Hausdorff-Formel
fiir den Ausdruck

FOVAF(=N) = A+ NA+ B, Al = A— \A, B,

denn Cy = A, €y = [M(A+ B),A] = \[A+ B,A] = \[B,A] = —\[A,B] und C, =
[AM(A + B),Cy] = —X?[A + B, [A, B]] = 0 wegen der Annahme. Gleiches gilt fiir alle
hoheren C,,. Daraus folgt

FNA = AF(A) = AA, BIf(A)-
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Wir differenzieren f(\) nach A und erhalten mit vorheriger Formel

o _
ox

Dies wird offensichtlich gelost durch

A+ B) = Af(A) + F(N)B = AlA, BIf(A).
f(/\) _ e)\AeABef)\Q/Q[A,B} .

(e) Wir fassen nochmal zusammen, dass die zeitabhéngigen Losungen der Schrodingerglei-
chung von der Form

n!

—tw S )\ )" —iw - )\ )" n —lw a
y(x,t) = Ne t/2 Z %% — Ne wwt/2 Z L(GT) 0o = Ne t/2 A1) T<,00
n=0 n.

n=0
sind. Nun folgt mit der Beziehung aus der vorherigen Teilaufgabe

eA(t)(aT—HJL) A(t)aTeA(t)ae—)\Q(t)[aT,a}/2 _ e/\(t)aTeA(t)aBAQ(t)/Q .

=e
Weiter ist

67)‘2 (t)/2e>\(t)(a’f+a)g00 _ 67)2 (t)/2€)\2 (t)/2e>\(t)a’f e)\(t)agpo

_ A(t)afi RGN A(t)at

a @g=¢€ ©o -

J/

Somit ergibt sich fiir die Losungen
@Z)A(ZE, t) — Ne_iwt/2€_>\2(t)/QGA(t)(aT—m)QD() ‘

Wir identifizieren N(t) = Ne @t/2e-A0?/2 — g=iwt/2=M0?/2¢=I\"/2 Der Phasenfaktor
e~™t/2 it physikalisch irrelevant und kénnte auch weggelassen werden. Wir bendtigen in
der néchsten Teilaufgabe N*(¢)N(t). Es ist

N(t) = exp (=3 AP(1+ 62(*“’”"5))) = exp (— 3| A[*(1 + cos(—2wt + 20) + i sin(—2wt + 26)))

und somit

N*(t)N(t) = exp (—=IAP(1 + cos(—2wt + 26))) = exp (—|A[*2 cos®(wt — §)) .

(f) Der entscheidende Kniff ist nun, dass a' + a = \/§%X = (a' + a)* auf den Ortsoperator
fithrt, der im Ortsraum schlicht z ist, fiir den also auch die Reihenfolge keine Rolle spielt.
Wir erhalten daher

Wx (2, 8)]2 = N(t)N* (£)erD@+a) o X (D(al+a)” e
= exp (—|A[*2 cos®(wt — 0)) exp (‘/5%0(0 + A*(t))) s
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Dabei haben wir benutzt, dass ¢y = \/\lf_ exp (—%;—;) reell ist. Weiter gilt A\(¢)+\*(¢) =
TXQ 0
|\|(em@tHi0 4 eiwt=i0) — | \|2 cos(wt — J). So bleibt
o 1
ﬁ$0

1 exp (_ (z — 20Vv/2|\| cos(wt — 5))2)
VT :Ug ‘

|¢/\(I7t)|

exp (—;—2) exp (2\/§§0|)\| cos(wt — 5)) exp (—|A[*2 cos®(wt — 6))

Dies ist ein Gaufy’sches Wellenpaket. Hierbei ist zy = W%- Der Ausdruck A = /2|l
ist wiederum die klassische Amplitude. Da die Breite konstant ist, ist das Wellenpaket
dispersionsfrei.

(g) Im Limes grofiler Massen m wird o — 0 und das Wellenpaket wird zu einer ¢-Distribution
bei z = Acos(wt — §), es ergibt sich demnach die klassische Losung.

Aufgabe 2: Geladener harmonischer Oszillator ‘2—|—2—|—4 = 8 Punkte

Ein geladener harmonischer Oszillator mit Ladung ¢, Masse m und Kreisfrequenz w befindet
sich in einem elektrischen Feld E(t) parallel zur Oszillatorachse. Der Hamilton-Operator hat
die Form

H(t)=Hy+W(t) mit W) =—qEH)X,

wobei Hy den Hamilton-Operator aus der vorherigen Aufgabe bezeichnet und fiir W (t) das
Korrespondenzprinzip verwendet wurde, der Ort wurde demnach mit dem Ortsoperator ersetzt.

(a) Geben Sie H(t) als Funktion der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a' und a an
und berechnen Sie die Kommutatoren [a, H(t)] und [a', H (t)].

(b) «(t) sei der Erwartungswert des Vernichtungsoperators a beziiglich eines (normierten,
kohédrenten) Zustandes ¢ (t) geméaB a(t) = (Y(t)|alip(t)). Zeigen Sie, dass a(t) die folgende
Differentialgleichung erfiillt

p | . , qE(t)
GO0 = —iwa(®) XD mit M) = ——=.

Losen Sie diese Differentialgleichung fiir beliebiges A(t). Hinweis: Nutzen Sie die Zeitent-
wicklung fiir Erwartungswerte geméfl Gleichung (5.153) der Vorlesung. Finden Sie die
allgemeine homogene und eine spezielle Losung (involviert Integral [ A(t')e™ dt’).

(¢) Wir betrachten die erzwungene Schwingung unter dem Einflul des Feldes w’ # w

0 firt <0
E(t) = Epcos(w't) fir0<t<T .
0 firt >T

Fiir t = 0 sei der Oszillator im bekannten Grundzustand (0) = ¢y des harmonischen
Oszillators. Bestimmen Sie a(t) aus der vorherigen Teilaufgabe in den drei angegebenen
Zeitbereichen. Berechnen Sie die Erwartungswerte (X) (t) und (H) (¢) beziiglich des
kohérenten Zustandes. Vergleichen Sie z.B. mit der klassischen Erwartung fiir 0 < ¢ < T

gegeben durch z(t) = 22 L (cosw't — coswt).
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Lésung der Aufgabe

(a)

Aus der vorherigen Aufgabe ist Hy = hw(a'a + 1) bekannt. Den Ortsoperator X kdnnen

wir geméB X = 4/5—(a" + a) = \%xo(cﬂ + a) durch Erzeugungs- und Vernichtungsope-
ratoren ersetzen. Somit ist

H(t) = hoala + 3) - qE(t)%xg(aT +a).

Wir berechnen die Kommutatoren und erhalten

1 1
—x[a, a'] = hwa — qE(t)—=xq

V2 V2

[a", H(t)] = a'hwla', a] — qE(t)%xo[aT, a] = —hwa' + qE(t)%xo.

[a, H(t)] = hwla, a'la — q¢E(t)

Wir erhalten fiir a(f) unter Benutzung der Relation

d 1 0A
G =+ (5)

folgendes Resultat

d d 1
00 = 2 (W@)laly(t)) = — W(t)lla, HOlW(E)
1 1 qE(t)

— 2 (volhaa - g0
= —iwa(t) + iA(t)

xow<t>> = i () all0)) + i

V2 vV 2mhw

Wir betrachten zur Losung zuerst die homogene Gleichung &(t) = —iwa(t), die gelost
wird durch ap,(t) = Ce™** mit komplexem C' € C. Wir brauchen nun eine spezielle
Losung der inhomogenen Gleichung, fiir die wir den Ansatz a,(t) = k(t)e™™" wihlen.
Wir differenzieren und erhalten d,(t) = £(t)e ™" — iwrk(t)e” ™. Wir schlieflen daraus,
dass &(t) = iA(t)e™! sein muss, damit

s(t) = iA(t)e“ e ™™ —jwk(t)e™™ = iA(t) — iwa,(t) .

Damit folgt

Somit ergibt sich als Gesamtlosung

t
aft) = Ce ™" + ieim/ A(the™t dt’ .
0
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(¢) Ausgehend vom kohérenten Zustand der vorherigen Teilaufgabe gilt 1/(0) = ¢ und weiter
a(0) = apy = 0 und somit a(0) = 0. Wir berechnen «(t) fiir das konkrete Feld

t

. o q L

a(t) = Ce ™t +je “"t/ Ey cos(w't)e“t dt’ .
Q o V2mhw | W)

Wir benutzen

t .
- 1 ) , . w

/ cos(w't) et dt’ = (W'sinw't +iw cosw't)e’™! — ———— |
) _

/2_w2 w w

w
was sich durch zweifache partielle Integration zeigen lasst. Wir erhalten damit

QEO 1

_ —iwt
a(t) =Ce ™" + ST AR

(w cosw't —iw' sinw't — we_“”t) )

Die Konstante bestimmt sich aus a(0) = 0 zu C' = 0 und somit erhalten wir fir 0 < ¢ < T

qEy 1

olt) = Imhw w? — w'? (weosw't —iw' sinw't — we™™") .
AuBerdem ist «(t) = 0 fiir t <0 und fiir ¢t > T ergibt sich
E 1 ' ‘
aft) = q-0 (weosw'T —iw' sinw'T — we™T)e~@=1)

2mhw w? — w'

Wir berechnen nun den Erwartungswert des Ortes im kohérenten Zustand. Es ist

1 1 1 2h
X) (t) = —=zo (a' + a) = —=xo((a’) + (a)) = —=zo(a*(t) + a(t)) = | —
(X) (1) \/§o< ) \/50(<> (@) \/50( (t) +a(t)) =4/ —
Damit ergibt sich fiir den konkreten Fall des angegebenen Feldes fir ¢ <0 (X) () =0
sowle firt <0 <T

wRe(a(t)) :

Xy =20 L

. qEo
m w2 — w?

w cos w't — w cos wt)
(cosw't — coswt).
Weiter folgt fiir t > T
X)) =01

m w2 — w2
Dies deckt sich in allen Féllen mit der klassichen Erwartung. Wir berechnen weiterhin
fir H(t) = Hy — qE(t)X zuerst generisch

(H) (t) = (Ho) (t) — ¢E(t) (X) (¢)
(Ho) (t) = hw (a'a) + %hw = hwla)® + %hw

[(cosw'T — coswT) cos(w(t — 1)) + (sinwT — < sinw'T) sin(w(t — T))] .

Fiir t <0und ¢ > T ist E(t) = 0 und es verbleibt nur der Anteil von (Hy) (). Somit ist
firt <0

(H) (1) = hola(t < O + Sho = .
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Im Vergleich zum klassischen Resultat ist die Grundzustandsenergie nicht verschwindend.
Weiter ist fiir t > T

(H) (t) = hw|a(t > T))* + %hw = hw [(Rea)® + (Ima)?] + %hw
_ B 1

1
= o () [(weosw'T — weoswT)? + (w'sinw'T — wsinwT)?] + ihw :

Tatséchlich entspricht auch dies dem klassichen Ausdruck, abgesehen von der Grundzu-
standsenergie %hw Zuletzt ergibt sich fiir 0 < ¢t < T der Ausdruck

(H) (1) = heola(t)? + %hw — qEycosw/t (X) (1)

B QQES 1

= 5 wcosw't — w cos wt)?

/2)2 |:(

2m (w? —w

1
+(w'sinw't — wsinwt)?] + §hw — qEqcosw't (X) (t)
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