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Priasenzaufgaben und Anmeldung zur “Vorleistung 1”

Da in den meisten Tutorien alle Studierenden eine Prisenzaufgabe vorgestellt haben, wird die
Zahl der Prasenzaufgaben nun reduziert. Auf Blatt 12 und 13 folgen Priasenzaufgaben mit je
nur einer Aufgabenstellung (Teilaufgabe).

Aufgrund einer Vielzahl an Nachmeldungen zur “Vorleistung 1”7 wurde die Anmeldefrist nun
verlangert bis 06.07.2020. Bitte melden Sie sich an.

Karlsruhe Institute of Technology

Aufgabe 1: Hermitesche (2 x 2)-Matrizen ‘1—}—1—|—2—|—1—|—1—|—2 = 8 Punkte
In dieser Aufgabe betrachten wir die Zerlegung einer hermiteschen (2 x 2)-Matrix in die Pauli-

Matrizen und finden Eigenwerte und Eigenzustinde. Wir starten mit einigen Voriiberlegungen
zu den Pauli-Matrizen o;(i = 1,2,3), definiert durch

01 0 —1 1 0
01:(1 0), ng(i 0> und 03:<0 _1).

(a) Verifizieren Sie fiir den Spezialfall ¢ = 1, j = 2 die Beziehungen

{O'Z',O'j} = 0i0; + 0;0; = 2(5”]I
[0i,0;] == 0,0; — 0j0; = 2i€;,0%
und damit auch o,0; = 0;;1 + i€;;,0,. Hierbei ist I die (2 x 2)-Einheitsmatrix.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe von Teilaufgabe (a), dass fiir beliebige Vektoren @,b € C3 mit
komplexen Eintragen a;, b; die Identitat (6 - a@)(d -b) = a- bl +id - (@ x b) gilt.

(c¢) Betrachten Sie den Raum der hermiteschen (2 x 2)-Matrizen mit komplexen Koeffizienten
als 4-dimensionalen reellen Vektorraum mit der Basis {I, 01,09, 03}. Zeigen Sie, dass
(A|B) = 1Spur(AB) ein Skalarprodukt definiert und obige Basis zu einer Orthonormal-
basis wird. Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass das Skalarprodukt reell, symmetrisch, linear
und positiv ist. Nutzen Sie Teilaufgabe (a) zum Beweis der Orthonormalitét.

(d) Zeigen Sie unter Verwendung von Teilaufgabe (c), dass eine hermitesche (2 x 2)-Matrix
H in der Form H = ¢yl + & - ¢ mit ¢y, ¢; € C geschrieben werden kann. Bestimmen Sie
co und ¢; iiber das Skalarprodukt.

(e) Finden Sie die Eigenwerte von H, ausgedriickt durch ¢y und ¢;. Hinweis: Sie kénnen
direkt rechnen, oder die Eigenschaften der Pauli-Matrizen nutzen. In letzterem Fall hilft
die Formel det(A) = 3(Spur(A4)* — Spur(A?)).

(f) Fassen Sie die Koeffizienten ¢; als Komponenten eines reellen Vektors ¢ auf (¢y = 0)
und fithren Sie die Polarwinkel 6 und ¢ ein geméfl ¢ = |¢|(sin 0 cos ¢, sin 6 sin ¢, cos ).
Driicken Sie die Komponenten von & - ¢ durch |¢] und die Winkel aus und bestimmen
Sie die normierten Eigenvektoren dieser Matrix (und damit die Eigenvektoren von H).
Hinweis: Sie sollten beispielsweise etwas von nachfolgender Form erhalten:

B e~9/2 cog g B —e /2 gin g
Y= ei®/2 sing ’ Y2 = ei¢/2 cosg :
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Aufgabe 2: Spin in der Praxis ‘2—|—2 = 4 Punkte

Wir moéchten die mathematischen Erkenntnisse der letzten Aufgabe in zwei unabhéngigen
physikalischen Anwendungen diskutieren.

(a) Zeigen Sie, dass jedes Zwei-Zustandssystem mit spurfreiem Hamilton-Operator mathe-
matisch dquivalent ist zu einem ruhenden Spin-1/2-Teilchen mit magnetischem Moment
parallel zu seinem Spin, welches in einem externen magnetischen Feld ist und dessen
Ortswellenfunktion vernachléssigbar sei.

(b) Finden Sie den Eigenzustand zum Eigenwert +§ fiir die Spinkomponente in Richtung ép,
ausgedriickt durch die Eigenzusténde |+) und |—) der z-Komponente des Spins. ép ist
hier ein Einheitsvektor, der den Winkel  mit der z-Achse einschliefit. Berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeit im Zustand |+) einen Spin +2 in Richtung é zu finden.

Aufgabe 3: Elektronspin ‘3—{—24—24—1 = 8 Punkte

Bei einem Experiment stehe der Spin eines Elektrons unter der Einwirkung einer physikalischen
Apparatur, welche so konstruiert ist, dass der Spin-Hamilton-Operator H in der Darstellung der
Zusténde |+) und |—) beziiglich S, durch

(+H[+) = (=|H[=) =0,  (+[H]|=) = (=[H|+) = hwo

beschrieben werden kann. Hierbei sei wy eine reelle Konstante der Dimension Zeit™!.

(a) Zum Zeitpunkt ¢, = 0 sei der Spin im Zustand |+) orientiert. Berechnen Sie die
Wabhrscheinlichkeit dafiir, dass sich der Spin zu einem Zeitpunkt ¢ > t; in diesem
Zustand befindet. Hinweis: Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist W, () = [(+|x(¢))]*.
Hierbei folgt |x(¢)) durch Losen der Schrédingergleichung H|x(t)) = ih-<%|x(t)) mit der
Anfangsbedingung |x(0)) = |+). Schreiben Sie die Gleichung komponentenweise und
16sen Sie die gekoppelte Differentialgleichung. Es folgt W, (t) = cos?(wot).

(b) Ermitteln Sie die stationdren Zustinde des Systems (Eigenzustédnde von H) als Line-
arkombinationen der Vektoren |+) und |—). Wie lauten die zugehorigen Energien?

(¢) Zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 gibt es eine Richtung é(¢) im Raum, fiir welche die Projektion
des Spins die Unschérfe null besitzt. Ermitteln Sie €(t). Hinweis: Esist 5-€'|x(t)) = |x(t))
fiir [x(t)) = cos(wot)|+) — isin(wot)|—) zu 16sen. Warum?

(d) Welche Art von Experiment kénnte diesen Effekt erzielen?

Aufgabe 4: Physik in der Praxis: Chemie ’Préisenzaufgabe

Diese Aufgabe ist nicht schriftlich einzureichen. Die zwei Teilaufgaben sind unabhdngig zu
bearbeiten und je eine 10-15 miniitige Prdsentation wert.

(a) Diskutieren Sie das Ammonium Molekiil als Beispiel eines Zwei-Zustandssystems. Hinweis:
Dies wird im Cohen-Tannoudji ausgefiihrt.

(b) Wiederholen Sie das Thnen aus der Chemie bekannte Konzept von Orbitalen und deren
Besetzungsregeln. Hinweis: Im Rahmen des Wasserstoffatoms werden diese Orbitale
demnéchst endlich quantenmechanisch motiviert.
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