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Aufgabe 1: Hermitesche (2 x 2)-Matrizen ‘1+1—|—2—|—1—|—1—|—2 = 8 Punkte ‘

In dieser Aufgabe betrachten wir die Zerlegung einer hermiteschen (2 x 2)-Matrix in die Pauli-
Matrizen und finden Eigenwerte und Eigenzustdnde. Wir starten mit einigen Voriiberlegungen
zu den Pauli-Matrizen o;(i = 1,2,3), definiert durch

01 0 —i 1 0
01:(1 0), 02:(2. 0> und ng(o _1).

(a) Verifizieren Sie fiir den Spezialfall ¢ = 1, j = 2 die Beziehungen

{O'Z‘,O'j} =005 + 0;0; = 2(51]]1

04, 0] == 0,05 — 0j0; = i€ 0%
und damit auch o,0; = 6;;1 + ie;;,0%. Hierbei ist I die (2 x 2)-Einheitsmatrix.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe von Teilaufgabe (a), dass fiir beliebige Vektoren @,b € C* mit
komplexen Eintragen a;, b; die Identitit (& - a@)(F-b) = a- bl +id - (@ x b) gilt.

(¢) Betrachten Sie den Raum der hermiteschen (2 x 2)-Matrizen mit komplexen Koeffizienten
als 4-dimensionalen reellen Vektorraum mit der Basis {I, 01,09, 03}. Zeigen Sie, dass
(A|B) = 1Spur(AB) ein Skalarprodukt definiert und obige Basis zu einer Orthonormal-
basis wird. Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass das Skalarprodukt reell, symmetrisch, linear
und positiv ist. Nutzen Sie Teilaufgabe (a) zum Beweis der Orthonormalitét.

(d) Zeigen Sie unter Verwendung von Teilaufgabe (c), dass eine hermitesche (2 x 2)-Matrix
H in der Form H = ¢yl + & - ¢ mit ¢y, ¢; € C geschrieben werden kann. Bestimmen Sie
co und ¢; iiber das Skalarprodukt.

(e) Finden Sie die Eigenwerte von H, ausgedriickt durch ¢y und ¢;. Hinweis: Sie konnen
direkt rechnen, oder die Eigenschaften der Pauli-Matrizen nutzen. In letzterem Fall hilft

die Formel det(A) = $(Spur(A4)? — Spur(A?)).

(f) Fassen Sie die Koeffizienten ¢; als Komponenten eines reellen Vektors ¢ auf (¢ = 0)
und fithren Sie die Polarwinkel 6 und ¢ ein gemifi ¢ = |¢|(sin 0 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 6).
Driicken Sie die Komponenten von & - ¢ durch |¢] und die Winkel aus und bestimmen
Sie die normierten Eigenvektoren dieser Matrix (und damit die Eigenvektoren von H).
Hinweis: Sie sollten beispielsweise etwas von nachfolgender Form erhalten:

(e cost _ [(—e?sind
V1= ei¢/2 sing ’ Y2 = ei¢/2 cosg :
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Lésung der Aufgabe

(a) Offenbar ist fiir i = 1, = 2:
o= () C ) Y606 Y-
mel= (o) (0 0) - () (o) = 5)- (0 0) o

Die letzte Relation 0,0, = i€;;501 + 10;; folgt aus Addition der beiden Gleichungen.
(b) Aus Teilaufgabe (a) folgt o;0; = 28;; — 0;0; und o7 = I. Damit ist:

-,

(0-@)(d-b) = (0101 + 02as + 03a3) (0101 + 02bs + 03b3)
= ofalbl + agang + U;fagbg + o109a1by + 0103013
+ 0901a2b1 + 09030903 + 0301a3b1 + 0302a3b9
= I(a1by + agbs + agbs) + iosa1by — icea1bs — io3asby + ioya2bs + i0sa3by — ioyasbs
I(
I(

: g) + iUl (CZng — a3b2) + iO’Q(CLgbl — albg) + i03<a1b2 - agbl)

- —

b)+id - (@ xDb)

ST

SIi

(c) Wir zeigen zuerst, dass (A|B) = 1Spur(AB) ein Skalarprodukt fiir hermitesche Matrizen
darstellt, denn

e () ist reell, denn
1
(A|B) = B (A11B11 + A12Bo1 + A1 Bia + A Bys)

und AH, AQQ, BH, B22 € R, sowie zu = A21 und Elg = Bgl aufgrund von A = AT
und B = Bf. Damit ist auch Ay3By; + Ay B = A12Ba1 + A1y By reell.

e (-|-) ist symmetrisch, denn die Spur ist symmetrisch, also (A|B) = Spur(AB) =
1Spur(BA) = (B|A).
e (-|-) ist linear, denn
1 1 1
(A+ AB|C) = §Spur (A+AB)C) = §Spur(AC) + )\§Spur(BC) = (A|C) + X (B|C) .
e (-|) ist positiv: Sei AT = A und A\;, \; € R die Eigenwerte von A. Dann ist
1 oy _ Loyvo o
(A|A) = §Spur(A )= 5()\1 +A3) >0.
Auflerdem folgt aus (A|A) = 0, dass auch die Eigenwerte A;, Ay = 0 sind und daher

A=0.
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Nun bilden {I, 01, 09,03} eine Orthonormalbasis, denn
1 .
<O’k‘0'l> = (5kl§Spur(]I) + wmeklmSpur(am) = 5kl s

aufgrund von Spur(I) = 2 und Spur(o,,,) = 0. Weiterhin ist (I|o}) = $Spur(ox) = 0 und
(I)I) = 3Spur(l) = 1.

(d) Jedes Element des Vekorraumes lasst sich eindeutig in der Basis {I, 01, 09, 03} entwickeln.
Unter Verwendung des Skalarprodukts gilt

3
H=> (b|H)b,
=0

wobei by = I und b; = o;. Konkret folgt somit hier
1 1
co = (I|H) =§(H11+H22)7 c1 = (01| H) =§(H12+H21)

7 1
co = (02| H) :§(H12_H21)> cg = (o3| H) :E(Hll_Hﬂ)-

(e) Die Eigenwerte von H ergeben sich zu

det(H — AI) = det ( M+ Z claz)
= % [Spur ((CO -+ Zz: ciai>] — —Spur [ M+ Z Czo-z]

1 1
:54(00—)\)2—§2<Co— +Z ) C()— )2—262'
Somit sind die Eigenwerte A — ¢y = ZZ c;,also Ao =cp £ Zcf

(f) Wir driicken & - ¢ aus durch den Betrag und die Winkel in der Form

7G| 0 sin 6 cos ¢ n 0 ¢ sin fsin ¢ n cos 6 0
7= sin 6 cos ¢ 0 —isin#sin ¢ 0 0 —cosl)|"

Aus der vorherigen Teilaufgabe lesen wir ab, dass die Eigenwerte von 7 - ¢ gegeben sind
durch £|¢]. Dies fiithrt auf die Eigenwertgleichung

cos sinfcos¢ —isinfsing\ (v _ 4 (wn
sin @ cos ¢ + i sin 0 sin ¢ —cosf vy ) Vg

Diese Gleichung fiihrt auf

1 tan fe~\ (v, _ . 1 [
€' tan 0 -1 va) " cosh \va

1
<1 T —) vy + tanfe vy = 0
cos 6
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Zunachst setzen wir vy = 1, dann folgt

sin fe = sin fe =
v = — — — .
' cosO(1 F —) cos F 1
Die Normierung liefert nun
) ) sin® sin?f + cos?0 F2cosf +1  2(1F cosb) 2
1" + o] = ———7 + 1= = =
(cos@ F 1)2 (cos@ F 1)2 (cos@F1)2 1Fcosb

Somit verbleibt fiir die normierten Komponenten 9; und o
1:Fcosé’smé’e i /1icos@ cosg
cos F 1 sin g
. 1F cosf {sin A
Ty = || ——~ = 2
2 COS 5

Die Phase ¢ kann, wie auch in der Angabe, anders verteilt werden.

Aufgabe 2: Spin in der Praxis 242 = 4 Punkte

Wir moéchten die mathematischen Erkenntnisse der letzten Aufgabe in zwei unabhéngigen
physikalischen Anwendungen diskutieren.

(a)

Zeigen Sie, dass jedes Zwei-Zustandssystem mit spurfreiem Hamilton-Operator mathe-
matisch dquivalent ist zu einem ruhenden Spin-1/2-Teilchen mit magnetischem Moment
parallel zu seinem Spin, welches in einem externen magnetischen Feld ist und dessen
Ortswellenfunktion vernachléssigbhar sei.

Finden Sie den Eigenzustand zum Eigenwert +;1 fiir die Spinkomponente in Richtung éj,
ausgedriickt durch die Eigenzusténde |+) und |—) der z-Komponente des Spins. ép ist
hier ein Einheitsvektor, der den Winkel 6 mit der z-Achse einschliefit. Berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeit im Zustand |+) einen Spin —1—2 in Richtung €y zu finden.

Lésung der Aufgabe

(a)

(b)

Ein Spin-1/2-Teilchen mit magnetlschem Moment parallel zum Spin erfiillt i = 75
Die Energie im externen Magnetfeld B ergibt sich dann nach H = —i - B = —'yS B
solange das Teilchen ruht. In der Quantenmechanik ist nun S = 2 und somit wird
- _72 Z B; i04-

In einem Zwei-Zustandssystem kann H als 2 x 2 Matrix geschrieben werden. Da die
Spur iiber H verschwinden soll, Spur(H) = 0 folgt daher aus der letzten Aufgabe, dass
H = Zz C;0;.

Beide Systeme sind offenbar identisch unter der Identifikation ¢; = —7’—;‘BZ—.

1
0

:I:g. Wir benétigen den Eigenvektor zum Eigenwert % von S - &. Diesen haben wir in

l\')

Es seien |+) = ( > und |—) = (?) die Eigenzusténde zu S, = Lo, mit Eigenwerten
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der letzten Aufgabe ausgerechnet. Wir legen €y so, dass & = (sin6,0, cosf). Dann ist
der gesuchte Eigenvektor
0
cOs 5
— p)
¥ (sin g) ’

Die Wahrscheinlichkeit ergibt sich zu W = | (11 |+) |> = cos? £.

Aufgabe 3: Elektronspin ‘3—|—2—|—2+1 = 8 Punkte

Bei einem Experiment stehe der Spin eines Elektrons unter der Einwirkung einer physikalischen
Apparatur, welche so konstruiert ist, dass der Spin-Hamilton-Operator H in der Darstellung der
Zusténde |4+) und |—) beziiglich S, durch

(HH[+) = (=|H[=) =0,  (+[H]=) = (=[H|+) = hwo

beschrieben werden kann. Hierbei sei wy eine reelle Konstante der Dimension Zeit™!.

(a) Zum Zeitpunkt t5 = 0 sei der Spin im Zustand |+) orientiert. Berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich der Spin zu einem Zeitpunkt ¢ > ¢y in diesem
Zustand befindet. Hinweis: Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist W, () = [(+]|x(¢))]?.
Hierbei folgt |x(¢)) durch Losen der Schrédingergleichung H|x(t)) = ih-<%|x(t)) mit der
Anfangsbedingung |x(0)) = |+). Schreiben Sie die Gleichung komponentenweise und
16sen Sie die gekoppelte Differentialgleichung. Es folgt W () = cos?(wot).

(b) Ermitteln Sie die stationdren Zustdnde des Systems (Eigenzustédnde von H) als Line-
arkombinationen der Vektoren |+) und |—). Wie lauten die zugehorigen Energien?

(¢) Zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 gibt es eine Richtung é(¢) im Raum, fiir welche die Projektion
des Spins die Unschérfe null besitzt. Ermitteln Sie é(¢). Hinweis: Es ist 7-€|x(t)) = |x(t))
fir [x(t)) = cos(wot)|+) — isin(wot)|—) zu 16sen. Warum?

(d) Welche Art von Experiment kénnte diesen Effekt erzielen?

Losung der Aufgabe

(a) Wie angegeben ist zuerst H|x(t)) = ih-L|x(t)) mit der Anfangsbedingung |x(0)) = |+)
zu l6sen. Unter Beachtung von H = hwyo, folgt die Schrédingergleichung

0 1\ (xi(t) - (x1(t)
hw =ih|"
°<1 0) (m(t)) Z (w)
Diese lasst sich komponentenweise schreiben in der Form

w0X2<t> - i)ﬁ(t), W0X1(t) - iXQ(t)v Xl(o) =1, Xz(o) =0.
Entkoppeln der Gleichungen liefert

¥12(t) + wix12(t) =0.
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Die Anfangsbedingungen ergeben schlieflich als Losung

) = (

cos(wot)

i sin(wmﬁ)) = cos(wot)|+) — isin(wot)|—) .

AuBerst elegant kann dies auch gelost werden unter Anwendung des Zeitentwicklungsope-
rators. Hierauf sei aber verzichtet. Fiir die zu ermittelnde Wahrscheinlichkeit folgt

Wi (t) = [{+]x(1))|* = cos®(wot) .

(b) Alle Pauli-Matrizen haben bekanntlich (sofort ersichtlich) die Eigenwerte +1. Wegen
H = hwyo, sind die Eigenzustéinde also die Eigenzustinde zu o,. Diese folgen aus

os|Y) = £[¢)
unter Beachtung von o, zu
1, 1 1
— elort — elot )+ | =

Damit sind die Eigenwerte von H gegeben durch EFL = £hwy. Die Eigenzusténde
(inklusive Zeitabhingigkeit) folgen dann gemé&s

1
V2

Die Phasen a4 bleiben hierbei unbestimmt.

e () = €= —=(|4) £ | -))eF".

(¢) Im Zustand |y) verschwindet die Unschérfe genau dann, wenn der Zustand ein Eigenzu-
stand des Operators & - € ist. Wir ermitteln e,, e, und e, durch Koeffizientenvergleich.
Die Bestimmungsgleichung & - €|x(t)) = |x(t)) fir |x(t)) = cos(wot)|+) — i sin(wet)|—)
liefert hier

(—isin(wot)(ex — iey) + cos(wot)es) [+) + (cos(wot) (e + iey) + isin(wot)e.) |—)
= cos(wot)|+) — @ sin(wot)|—) .

Zerlegung in Real- und Imaginérteil und Beachtung, dass |£) noch immer orthogonal
und linear unabhéngig sind, liefert e, () = 0 und

— sin(wot)e, + cos(wot)e, = cos(wot) | - cos(wot)
cos(wot)e, + sin(wot)e, = — sin(wot) | - sin(wpt) .
Addition der beiden Gleichungen ergibt unter Beachtung von cos? ¢ — sin® ¢ = cos(2¢)
e, (t) = cos(2wpt) .
Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt unter Beachtung von 2sin ¢ cos ¢ = sin(2¢)
— sin(2wgt)e, = 1 — cos(2wgt)e, = 1 — cos®(2wpt) = sin®(2wpt) .
Daraus folgt e, (t) = — sin(2wyt). Somit gilt
e(t) = (0, — sin(2wot), cos(2wyt)) 7 .
Die Spitze des Vektors fithrt in der yz-Ebene eine Kreisbewegung mit der Winkelge-

schwindigkeit 2w, aus.
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(d) Eine physikalische Realisation wére wie folgt: Durch einen Stern-Gerlach-Filter mit
Feldgradientenrichtung in 2-Richtung wird ein monoenergetischer Strahl von neutralen
Atomen mit Spin s = % so ausgerichtet, dass der zugehérige Spinzustand |+) ist (natiirlich
nur mit Wahrscheinlichkeit W,).

Dann gelangen die Atome in einen Bereich mit homogenem zeitlich konstantem Magnetfeld
B = Bé,, welches sie in der Zeit t durchlaufen und zeitgleich ihr Spin geméf der Vorlesung
und Teilaufgabe (c¢) eine Larmorprizession erfihrt.

Im Anschluss wird der Endzustand der Atome durch einen weiteren Stern-Gerlach-Filter
getestet und die Intensitat mit Hilfe eines Zéhlers gemessen.

Der Hamiltonoperator in diesem Beispiel wére von der Form
H= NB§~5 = upBo,

. B
mit der Larmorfrequenz wy = wy, = #5=.
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