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1. Die Schrédingergleichung mit konstantem Potential

Schreiben Sie die (zeitunabhéngige) Schrodingergleichung in einer Dimension fiir ein
konstantes Potential 1 im Realraum auf. Wenden Sie die Fouriertransformation an und
leiten Sie eine Energie-Impuls Beziehung her. Diskutieren Sie die zugehorigen Wellen-
funktionen. Schliesslich, reflektieren Sie {iber die Losungen der Energie-Impuls Bezie-
hung fiir den Fall £ < V. Wie sind hier die "Wellenfunktionen’ zu verstehen?

2. Dirac Notation

Wir betrachten drei verschiedene Basen des Hilbertraumes: Die Ortsbasis {|z)}, die
Wellenzahlbasis {|k)} und eine (nicht weiter spezifizierte) Basis {|n)}, wobei n € N.

2)

c)

d)
e)

f)

Die Wellenzahlbasis {|k)} ist gegeben durch die Menge der Eigenfunktionen des
Wellenzahloperators k = p/h, d.h. k|k) = k|k). Schreiben Sie den Impulsoperator
in der Ortsraumdarstellung und bestimmen Sie die Eigenfunktionen ¢y (z) = (x|k)
durch Losen der Differentialgleichung. Beriicksichtigen Sie dabei, dass die Basis-
funktionen orthonormiert sind im Sinne

[ v inta) = o(a 1) )

Driicken Sie den Identitédtsoperator I in jeder der drei Basen aus. Verifizieren Sie
explizit fiir die Ortsdarstellung, dass (¢|I|k) = (q|k) gilt.

Hinweis: Dieser Identitdtsoperator hilft Ihnen bei allen folgenden Aufgaben.

Sei A ein Operator, dessen Eigenzustéinde durch {|n)} gegeben sind. Driicken Sie
A in der Dirac Notation durch diese Eigenfunktionen und Eigenwerte A, aus.

Entwickeln Sie die Zusténde |x) und |k) jeweils in der Orts- und Wellenzahlbasis.

Betrachten Sie den allgemeinen Zustand |¢). Was ist die Ortsraumdarstellung ¢(z)
dieses Zustandes und wie sieht seine Ortsraumentwicklung aus?

Betrachten Sie den Zustand |¢) mit der Wellenzahldarstellung
1 w0
e = 4 . 2
6k) = (H0) = m—zrae )

Finden Sie seine Ortsraumdarstellung ¢(z) = (z|¢).



3. Die Zeitentwicklung der freien Schrédingergleichung

Betrachten Sie die freie, zeitabhéngige Schrodingergleichung in einer rdumlichen Di-
mension ihZ(z,t) = L£4(z,t).

a) Zeigen Sie, dass ein Separationsansatz ¢ (z,t) = ¢(z)x(t) zu zwei unabhéngigen
Differentialgleichungen (in Raum und Zeit) fiihrt. Bestimmen Sie die allgemeine
Losung x(t) der zeitabhéngigen Gleichung mit der Anfangsbedingung x(t=0)=1.

b) Losen Sie die stationére, freie Schrodingergleichung ka) or(z) = Ex¢dr(x). Finden
Sie hierzu das Fundamentalsystem {¢x(z), _x(x)}, das die Vollstandigkeits- und
die Orthonormalitédtsbedingung

l/dx¢<>¢m> S(g— k)., und ‘/dk@x>¢a> -y, (3)

erfiillt. Welcher Zusammenhang besteht zwischen k und E;? Was ist ¢y (x,t)?

c) Eine allgemeine Losung der zeitabhéngigen Schrodingergleichung hat die Form

¢@0=/ﬂmm@ﬂ=/%%m@m@, (4)

wobei a; weder von der Zeit noch von der Koordinate abhéngen darf. Verwenden
Sie die Vollstandigkeitsbedingung um zu zeigen, dass

%=/M@wwm=m. (5)

d) Machen Sie sich klar, dass die gefundenen stationiren Losungen ¢ (z) Eigen-
zustinde des Wellenzahloperators sind, i.e. ¢p(x) = (x|k). Was bedeutet diese
Feststellung fiir die ay, wenn ¢ (z,t = 0) = (z|¢))? Verwenden Sie dieses Wissen
um ¢ (x,t) fiir den Zustand

(klp) = bk, t = 0) = e3¢t (6)
zu finden. Wie entwickelt sich die Breite des Wellenpakets |1 (z,t)|? mit der Zeit?

4. (Anti-)Kommutator-Algebra: Teil 1

Es seien Operatoren A, AE und (;‘, der Kommutator [fl, B] = AB — BA und der Anti-
kommutator {4, B} = AB + BA. Beweisen Sie
a) AB = 3([A,B] + {4, B}),

) [A,A] = 0 und [A, ¢] = 0 fiir einen beliebigen Skalar c,

¢) [A+B,C)=[A,C)+[B,C]und [A, B+ (] = [A B] [A ),

d) die Jacobi Identitit [A,[B,C]] + [B,[C, A]] + [C,[A, B]] = 0. Kennen Sie eine
2-Form im Funktionenraum die sich ebenso Verhalt‘7

e) mit Induktionsbeweis: Aus [[A, B], A] = 0 folgt [Am B] = mA™ '[A, B],Vm € N*.
Und ebenso aus [B, [A, B]] = 0 folgt [A, B"] = nB""'[A, B],Vn € N*.

f) Anspruchsvoll! die Baker—C’ampbell—Hausdorﬁ—FormeAl e’i‘*B = eAeBe3AB) it
hilfe der obigen Ergebnissen. Es gelte weiterhin [[4, B], A] = B, A], B] = 0. Zei-
gen Sie dazu, dass die Funktion f(t) = e‘e'? die Differentialgleichung 0 f /0t =

(121 + B+ t[fl, B]) f erfiillt und l6sen Sie diese. Die Exponentialfunktion ist als
Taylorreihe zu verstehen.
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