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1. Die Schrédingergleichung mit konstantem Potential

Schreiben Sie die (zeitunabhéngige) Schrodingergleichung in einer Dimension fiir ein
konstantes Potential 1 im Realraum auf. Wenden Sie die Fouriertransformation an und
leiten Sie eine Energie-Impuls Beziehung her. Diskutieren Sie die zugehorigen Wellen-
funktionen. Schliesslich, reflektieren Sie {iber die Losungen der Energie-Impuls Bezie-
hung fiir den Fall £ < V. Wie sind hier die "Wellenfunktionen’ zu verstehen?

Loésungsskizze:

Im Realraum lautet die Schrédingergleichung

[=(7?/2m)V? + V]ib(z) = B () (1)
Schreibt man die Wellenfunktion in der Fourierdarstellung erhélt man
dk ,
[ Gtk 2m) = (B = Ve =0 2
T

Damit lautet die Energie-Impulsbeziehung *

RPE*2m=E -V oder k==4+2m(E —V)/h2 (3)

die entsprechende Wellenfunktion ist eine ebene Welle.

Die Energie-Impuls-Beziehung fiir £ < V besitzt nun komplexe Losungen mit x =
+i\/2m|E — V|/h2. Diese fitlhren zu exponentiellen Losungen, welche als evaneszente
Moden zuléssig werden (spéter in dieser Vorlesung).

2. Dirac Notation

Wir betrachten drei verschiedene Basen des Hilbertraumes: Die Ortsbasis {|z)}, die
Wellenzahlbasis {|k)} und eine (nicht weiter spezifizierte) Basis {|n)}, wobei n € N.

a) Die Wellenzahlbasis {|k)} ist gegeben durch die Menge der Eigenfunktionen des
Wellenzahloperators k = p/h, d.h. k|k) = k|k). Schreiben Sie den Impulsoperator
in der Ortsraumdarstellung und bestimmen Sie die Eigenfunktionen ¢y (z) = (x|k)
durch Losen der Differentialgleichung. Beriicksichtigen Sie dabei, dass die Basis-
funktionen orthonormiert sind im Sinne

[ drvarints) = ota - b (4)

b) Driicken Sie den Identitétsoperator I in jeder der drei Basen aus. Verifizieren Sie
explizit fiir die Ortsdarstellung, dass (¢|I|k) = (g|k) gilt.

Hinweis: Dieser Identitdtsoperator hilft Ihnen bei allen folgenden Aufgaben.

IEigentlich ist es eine Energie-Wellenzahl-Beziehung. Mit p = hk sind die beiden zueinander verwandt.



c) Sei A ein Operator, dessen Eigenzustéinde durch {|n)} gegeben sind. Driicken Sie
A in der Dirac Notation durch diese Eigenfunktionen und Eigenwerte A, aus.

d) Entwickeln Sie die Zustande |z) und |k) jeweils in der Orts- und Wellenzahlbasis.

e) Betrachten Sie den allgemeinen Zustand |¢). Was ist die Ortsraumdarstellung ¢(z)
dieses Zustandes und wie sieht seine Ortsraumentwicklung aus?

f) Betrachten Sie den Zustand |¢) mit der Wellenzahldarstellung
o o 1 —k2/(40'2)
o(k) = (k|¢) = (2ro?)i/i° : (5)

Finden Sie seine Ortsraumdarstellung ¢(z) = (x|¢).
Losungsskizze:

a) Das Eigenwertproblem fiir den Wellenzahloperator ist in der Realraumdarstellung

0
—i k(@) = k() (6)
und liisst sich mittels Exponentialansatz 1, (z) = Ae* losen. Man findet durch
Einsetzen, A\ = ik, i.e.
Ui(w) = (k) = Ae™ (7)

Die Normierungskonstante A finden wir durch

5g— k) = / Qi () i (2) (8)
— 4P / dze' =9 — |A]P215(q — k). 9)

Somit ist die Wellenzahl-Eigenfunktion in der Realraumdarstellung gegeben durch

1 .
z) = (z|k) = —e. 10
Ur(z) = (z]k) N (10)
Hinweis: Streng genommen sind die gefundenen Zustédnde (ebene Wellen) auf
einem unbegrenzten Integrationsbereich nicht normierbar. In der Vorlesung wird
bisher ein endliches Volumen gewihlt, welche dann in die Normierung einflief3t.

Wir behalten im Hinterkopf, dass die Wellenvektoren genau genommen diskret

sind, und deswegen insbesondere §(k — k) Vendich Ok =1

b) Es ist

L= > )l = [ defe)al = [ bl el (1)

Einsetzen der Identitdt in der Ortsdarstellung ergibt

(alllk) Z/d$<QI$><$Ik> = /dw;‘(ﬁv)wk(l’) =0(g—k)=(qlk).  (12)



c) Laut Aufgabenstellung gilt
Aln) = A,|n). (13)
Da {|n)} eine Basis ist, nutzen wir die Identitéitsdarstellung I = > ) (n|,
A=AT=Y"An)(n| =) Aun)(n| (14)
d) Man findet durch Einsetzen der passenden Identitéit:
o) = [ drle)wla) = [ drle)oa’ — o) = Ja, (15)

1 —ikx
) :/dk]k>(k|x> :E/dke 1K), (16)

1 ikx
|k) = /dx|:v><x|k:) = E/d:pek |x), (17)
|k:>:/dk;’|k:’><k;’\k>:/dk’\k’>5(k’—k): k). (18)

e) Die Ortsraumdarstellung eines allgemeinen Operators |¢) ist gegeben durch ¢(x) =
(x|¢). Eine Entwicklung in der Ortsraumbasis ergibt

\@z/wmmwz/mmmm (19)

f) Die Ortsraumdarstellung des Operators ist

o) = (alo) = [ dialt) b10) = —= [ ake™o(i) 20

1 1 ikx—k?2 /(402

::<§)i¢;gﬂ%2 (22)

Der Wechsel vom Wellenzahl- in den Ortsraum entspricht also (bis auf Kombinatio-
nen mit 27) exakt der auf dem letzten Blatt besprochenen Fouriertransformation.



3. Die Zeitentwicklung der freien Schrédingergleichung

Betrachten Sie die freie, zeitabhéngige Schrodingergleichung in einer rdumlichen Di-
mension ihZ(z,t) = L£4(z,t).

a) Zeigen Sie, dass ein Separationsansatz ¢ (z,t) = ¢(x)x(t) zu zwei unabhingigen
Differentialgleichungen (in Raum und Zeit) fiithrt. Bestimmen Sie die allgemeine
Losung x(t) der zeitabhéngigen Gleichung mit der Anfangsbedingung x(¢t=0)=1.

b) Lésen Sie die stationére, freie Schrodingergleichung 5 (BR)? S Ok(7) = Epgp(z). Finden
Sie hierzu das Fundamentalsystem {¢x(z), o_x(z)}, das die Vollstandigkeits- und
die Orthonormalitétsbedingung

/m()m() 5(g—k), und /dm( Jouly) = bz —y),  (23)

erfiillt. Welcher Zusammenhang besteht zwischen k und E;? Was ist ¢p(x,t)?

c¢) Eine allgemeine Losung der zeitabhéngigen Schrodingergleichung hat die Form

Y(z,t) = /dkakqbk(x,t) = /dkak¢k(x)xk(t), (24)

wobei aj; weder von der Zeit noch von der Koordinate abhéngen darf. Verwenden
Sie die Vollstandigkeitsbedingung um zu zeigen, dass

_ / dadi(@)(z,t = 0). (25)

d) Machen Sie sich klar, dass die gefundenen stationdren Losungen ¢y (z) Eigen-
zustande des Wellenzahloperators sind, i.e. ¢x(z) = (z|k). Was bedeutet diese
Feststellung fiir die ay, wenn ¢ (z,t = 0) = (z|¢))? Verwenden Sie dieses Wissen
um ¢ (x,t) fiir den Zustand

2]{:2

(k|) = v(k,t = 0) = e73"

zu finden. Wie entwickelt sich die Breite des Wellenpakets |1(z, )|? mit der Zeit?

(26)

Losungsskizze:

a) Durch Einsetzen des Ansatzes findet man

<__528_2 (@) X(t) = é(x) <ih%x(t)> (27)

2m Ox?
(2 206@)  (h2y®)
2m Ox . X .
O -

wobei E' = const., da es sich um Funktionen verschiedener Variablen handelt. Dass
E die Energie ist, siecht man etwa aus einer Dimensionsanalyse. Wir erhalten also

ot = Bx(0) (29)



und die stationdre Schrodingergleichung

—h2 82
2m 92

() = E¢(x). (30)

Die Zeitentwicklung ist eine lineare, homogene DGL erster Ordnung, also machen
wir einen Ansatz yx(t) = Ae*. Durch Einsetzen erhalten wir A = —iZ und durch
die Anfangsbedingung A = 1, also

X(t) = eiRt, (31)

Die stationédre Schrodingergleichung nimmt die Form

Bou(e) = 1 o) (32)

an. Da koy(z) =kog(z) die Losung ¢r () = e besitzt (siche Aufgabe 1a), gilt

. 2mkE
Somit ist ¢p(z) = €** auch eine Eigenfunktion der stationiiren, freien Schrodin-
gergleichung und wir finden E) = h;’f. Ebenso ist auch ¢_p(z) = e ™ eine

Eigenfunktion zum gleichen Eigenwert. Die Normierung bedingt, dass

eikx
¢ww=mm=¢§~ (34)
6_4(x) = (x| — k) = (35)

V2T
Wenn wir positive und negative k zulassen, bilden {¢(x)} eine Eigenbasis.
Alternativ kann die stationdre Schridingergleichung ist eine lineare, homogene Dif-

ferentialgleichung zweiter Ordnung verstanden werden. Diese hat zwei linear un-
abhingige Lésungen, die wir durch den Ansatz ¢y(x) = Ae’® finden.

Da E = Ej in der ststiondren Schrédingergleichung und der Zeitentwicklung die
gleiche konstante ist, erhélt man

1 . E 1 . 2
Cbk(iﬁ, t) — ezkw—zT’“t — ezkx—z%t (36)

V2r V2r

Zunéchst multipliziert man die angegebene Gleichung von links mit ¢7(z), dann
integriert man beide Seiten {iber x um zu erhalten

/ da gt (@) (a, 1) = / dx / A (2)bu (@)D (37)
Vollstindigkeit /dkak5(k = O)Xk(t) = agxy(t). (38)

Da a4 nicht von der Zeit anhéngen, gilt insbesondere

opvalt =0) = a, = [ dodila)o(at =0) (39)



d) Man kann leicht durch einsetzen priifen, dass die ¢x(z) gerade die (korrekt nor-
mierten) Eigenfunktionen des Wellenzahloperators sind, also ¢y (z) = (z|k). Damit
kann man die a; schreiben als

0 — / dadi(a)i(z, t = 0) = / de{kla) (o)) = (klg) = d(k,t = 0).  (40)

Somit gilt
() = / Ak, £ = 0)n(z)x(?) (41)
/ dke —7a2k2+zkx i—k2 (42)
a2 A z2 _Q;"'"r?lt)
1 27?(2 z—t)€2<%;3+%tz (43)

/ ﬁ2 t2

z2
Die Breite o einer Normalverteilung steckt im Exponenten als e 202, wir betrachten
also nur den Exponenten und erhalten

() f(EE) (i)
\w(x,t)]20<e o+ 52 % e i) o, 2( o+ L542) ' (44)

Somit ist die Breite o =
paket breiter; es zerflief3t.
Kommentar:

Eine Gleichung aus der klassischen Physik, die von sehr dhnlicher Form wie die
Schrédingergleichung ist, ist die Diffusionsgleichung

0 0?
au(w t) = @u(x, t), (45)

die die rdumliche und zeitliche Ausbreitung der Temperatur u(x,t) in einem Medi-
um mit Temperaturleitfahigkeit a beschreibt. Anders als die Schrodingergleichung,
ist dies eine reelle Gleichung und die Losung wu(z,t) ist eine messbare Grofie. Das
angegebene Gaufipaket ist ebenfalls eine Losung dieses Problems, die Zeitentwick-
lung ist analog zur Schrédingergleichung, jedoch mit reellem Exponenten. Hier
nehmen wir am Ende nicht das Betragsquadrat, sondern erhalten fiir u(x,t) eine
Breite o o< v/t. Dies wird als diffusives Verhalten bezeichnet.

4. (Anti-)Kommutator-Algebra: Teil 1
Es seien Operatoren A, ABA und (;‘, der Kommutator [fl, B] = AB — BA und der Anti-
kommutator {4, B} = AB + BA. Beweisen Sie

) AB = 3([A, B] + {A, BY}),

) [A, A] = 0 und [4, ¢ = 0 fiir einen beliebigen Skalar ¢,

¢) [A+B,C] = [A,C)+[B,C) und [A, B+ (] = [A B] +[A, ),

d) die Jacobi Identitit [A,[B,C]] + [B,[C,A]] + [C,[A, B]] = 0. Kennen Sie eine
2-Form im Funktionenraum die sich ebenso Verhalt7

a

o



e) mit Induktionsbeweis: Aus [[A, B], A] = 0 folgt [A™, B] = mA™'[A, B],¥m e N*.

Und ebenso aus [B, [A, B]] = 0 folgt [A, B"] = nB""'[A, B],Vn € N*.

f) Anspruchsvoll! die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel eATB = eAeBe—3lAB] it

hilfe der obigen Ergebnissen. Es gelte weiterhin [[A, B], A] = [[B, A], B] = 0. Zei-
gen Sie dazu, dass die Funktion f(t) = etAetB die Differentialgleichung 9 f Jot =
(A + B + t[A, B])f erfiillt und lésen Sie diese. Die Exponentialfunktion ist als
Taylorreihe zu verstehen.

Loésungsskizze:

a)
b)
c)

LA, B+ {A,B}) = {(AB — BA+ AB + BA) = AB
Al = AA - AA—Ound[

]
+B,C] = (A+ B)C A(A+B):AC+BC—CA’A—CAB
und [A,B+C) = —[B+C,A] =

A,
[A

E>

_|_
-

I
=
E>
+
PN
Q

Die drei einzelnen Terme der Jacobi Identltat
[A,[B,C]] = [A,BC —CB] = ABC — ACB— BCA+ CBA (46)
[B,[C,A)] = [B,CA— AC| = BCA — BAC — CAB + ACB (47)
[C,[A,B]| = [C,AB — BA] = CAB — CBA — ABC + BAC (48)

addieren sich tatséchlich zu Null auf.
In der (klassischen) Hamilton Mechanik besitzt die Poisson-Klammer

S (49

0q; Op; Op; 0g;

[f(q,p;t) und g(q, p;t) sind Funktionen der konjugierten Variablen g und p| genau
dieselbe Eigenschaft.

Fiir m = 1 gelten die Identitdten [{Alm,]?]A = AB — BA und mA™'[A, B] =
AB — BA und damit ist [A™, B] = mA™'[A, B] trivial erfiillt. Gilt die Beziehung
fiir ein m > 1, multiplizieren wir A von links und erhalten

ALA™ B = A"M B — ABA™ = mA™[A, B (50)

Addiert man nun A™[A, B] dazu, wird die letzte Gleichheit zu

A" B — ABA™ + A™[A,B] = (m + 1)A™[A, B] (51)
Es geniigt also nun zu zeigen, dass sich — wenn [[f:l E] :] = 0 gilt — die linke
Seite der Gleichung zu [A"*!, B] vereinfacht. Aus [[A, B, A] = 0 folgt sofort auch

~

[[A, B], A"] = 0 fiir n € N. Damit ist A"(AB — BA) = (AB — BA)A™ und die
letzten zwei Terme auf der linken Seite von Gl. (51) vereinfachen sich zu —BA™ !,

Damit ist das gewiinschte Ergebnis gezeigt.

Die zweite Identitét ist zur ersten dual wenn man berticksichtigt, dass [ ,

(B, A], B] und die (zu beweisende) Identitiit lautet [B", A] = nB" (B,
tauschen von A <» B und n — m gibt uns dann sofort das Ergebnis.

FEs ist ratsam (hier und im weiteren Verlauf der Vorlesung) neue Identititen aus
bereits bekannten Identitdten herzuleiten. Damit wird eine Menge Arbeit erspart.



f) Esist f(t) = ede!®, wobei die Exponentialfunktion

i =et=y " (52)

als Taylorreihe zu verstehen ist. Die Ableitung nach ¢ erfolgt dann in dieser Form

ot

9alt) _ % — Afi(1) = f1(DA. (53)

n=0
Bei der Funktion f(t) nutze man die Kettenregel, und beachte dabei, dass hier die
Operatorreihenfolge (A und B) nicht vertauscht werden darf. Es gilt dann
Of(t)/0t = Ae'Ae® 1 4Bl = (A + e Be ') £(1). (54)

Im letzten Schritt haben wir die Identitit e—t4etd = 1 genutzt (dies zu zeigen
ist auch eine hiibsche Aufgabe). Wir nutzen wieder die Taylorschreibweise der
Exponentialfunktion und finden
n o 0 tnAn—l
[A", B =) "n !

[etA’B] _ Z ! -

~

[A, B] = te'[A, B] = t[A, Ble"  (55)

3

Hier kam das Ergebnis aus der obigen Teilaufgabe zur Anwendung. So erhélt man
wie gewiinscht

Af(t) /0t = (A+ B +t[A, B))f(t). (56)

Aus den Eigenschaften [A, [A, B]] = [B, [A, B]] = 0 folgt auch [A + B, [A, B]] = 0.
Damit lésst sich die Differentialgleichung l6sen durch

f(t) _ 6t(A+B)€%t2[A,B]‘ (57)

Beachte dass die Anfangsbedingung f(¢ = 0) = 1 erfiillt ist. Damit haben wir zwei
dquivalente Darstellungen derselben Funktion gefunden die fiir alle ¢ gelten muss.
Es gilt somit bei t = 1, dass

edeB = eAtBeslAB] (58)

Multipliziert man noch ¢~348) yon rechts an diese Gleichung ist die Baker-Campbell-
Hausdorff-Formel bewiesen.



