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1. Eindimensionale Schrédingergleichung

Betrachten Sie die Wellenfunktion
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wobei a die Langenskala des Problems ist und A die zu bestimmende Normierungs-
konstante. Bestimmen Sie den Erwartungswert des Ortes (z) und des Impulses (p)
eines Teilchens im Zustand ¢ (x). Kann ¢(x) die Eigenfunktion einer eindimensionalen
Schrédingergleichung sein? Wie sidhe das zugehorige Potential aus?

2. Runge-Lenz Vektor und modifiziertes Coulomb Potential

In der Vorlesung haben Sie gelernt, wie die Eigenenergien des Wasserstoffatoms mit
Hilfe der Schrodingergleichung gefunden werden konnen. Tatséchlich konnte Wolfgang
Pauli diese Eigenergien schon vor der Entwicklung der Schrodingergleichung aus rei-
nen Symmetriebetrachtungen zeigen. Von essentieller Bedeutung hierbei ist eine wei-
tere Symmetrie des Problems, nimlich die Erhaltung des Runge-Lenz Vektors A. Der
quantenmechanische Runge-Lenz Vektor ist definiert als
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Wir betrachten ein modifiziertes, dreidimensionales Coulomb Problem mit
H =p?*/2m — */r®. (3)

a) Berechnen Sie zuerst [p;, f(z)] und [p;p;, f(z)] fiir allgemeines, zweimal differen-
zierbares f(z). Betrachten Sie hierzu die Wirkung des Kommutators auf eine min-
destens zweimal differenzierbare Testfunktion ¢ (z) um zu zeigen:

i, [ ()] = —ihoi f (x) (4)
[pip;, f ()] = —1*{0:0; f (2)} — ih({0:f () }p; + {0; f (x) }pi) ()

b) Zeigen Sie, dass jede Komponente des Runge Lenz Vektors genau dann mit dem ge-
gebenen Hamiltonian kommutiert, wenn o = 1. Verwenden Sie hierzu die Darstel-
lung des Kreuzproduktes iiber den antisymmetrischen Tensor, i.e. f/k =53 i EijkTiDj
und die Eigenschaft ), €;jx€mnk = 0inljm — Oimdjn. Tipp: sortieren Sie die ver-
schiedenen Terme in Potenzen von m und h. Die Koeffizienten von verschiedenen
Ordnungen miissen jeweils einzeln verschwinden. Beriicksichtigen Sie hierbei die
zusétzlichen A aus den Kommutatoren aus 3a).



3. Drehimpulse

Diese Aufgabe widmet sich der algebraischen Verwendung von Drehimpulsen. Setzen
Sie die Operatoren Ly = L, 4L, ein und zeigen Sie, dass gilt Ly Ly = L? — L2+ hil..

a) Wir betrachten einen Eigenzustand [¢,m) von L? und L, mit zugehorigen Eigen-
werten 7i°((¢ + 1) und Am. Berechnen Sie die Erwartungswerte (L,), (L2) und
(LyLy, + L,L,) fiir diesen Zustand.

b) Bestimmen Sie fiir den Spezialfall # = 1 und m = 1 mit welcher Wahrscheinlichkeit
eine Messung von L, die Werte %/ und 0 ergibt. Finden Sie dazu eine Darstellung
[1,m) = >, Amulxu) in einer Basis {|x,)} die eine Eigenbasis von L, ist und
berechnen Sie dann <Xu’|i/x|]-7 m) auf zwei verschiedene Arten. Beachten Sie auch,
dass gilt (1, m|1,m") = Oy und (X |Xu) = Opp-



