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1. Eindimensionale Schrodingergleichung

Betrachten Sie die Wellenfunktion

1+iz/a
A " 1
wobei a die Léngenskala des Problems ist und A die zu bestimmende Normierungs-
konstante. Bestimmen Sie den Erwartungswert des Ortes (2) und des Impulses (p)
eines Teilchens im Zustand ¢ (x). Kann ¢(x) die Eigenfunktion einer eindimensionalen
Schrodingergleichung sein? Wie sidhe das zugehorige Potential aus?

Losungsskizze:

Zunéchst bestimmen wir A um die Wellenfunktion zu normieren mit der Substitution

(y = x/a)
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Alsoist |A|]> = 1/v/2ma. Da |i)(x)|? eine gerade Funktion ist verschwindet der Mittelwert
des Ortes (z) = 0. Fiir den Erwartungswert des Impulses berechnen wir zunéchst
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Die Wellenfunktion () ist keine Losung einer eindimensionalen Schrodingergleichung

() (4)

ne (z) + V(2)(z) = Ev(z), (5)
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da die zugehorige potentielle Energie
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nicht rein reell ist.



2. Runge-Lenz Vektor und modifiziertes Coulomb Potential

In der Vorlesung haben Sie gelernt, wie die Eigenenergien des Wasserstoffatoms mit
Hilfe der Schrodingergleichung gefunden werden konnen. Tatséchlich konnte Wolfgang
Pauli diese Eigenergien schon vor der Entwicklung der Schrodingergleichung aus rei-
nen Symmetriebetrachtungen zeigen. Von essentieller Bedeutung hierbei ist eine wei-
tere Symmetrie des Problems, nimlich die Erhaltung des Runge-Lenz Vektors A. Der
quantenmechanische Runge-Lenz Vektor ist definiert als

A= i(ﬁxi—ixﬁ)—éf. (7)
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Wir betrachten ein modifiziertes, dreidimensionales Coulomb Problem mit
H =p?*/2m — */r®. (8)

a) Berechnen Sie zuerst [p;, f(x)] und [p;p;, f(x)] fiir allgemeines, zweimal differen-
zierbares f(x). Batrchten Sie hierzu die Wirkung des Kommutators auf eine min-
destens zweimal differenzierbare Testfunktion ¢ (z) um zu zeigen:

[pi, [ ()] = —iho f (x) (9)
[pips, f(2)] = —0*{0:0; f (2)} — ih({0:f (x)}p; + {0; f () }p:) (10)

b) Zeigen Sie, dass jede Komponente des Runge Lenz Vektors genau dann mit dem ge-
gebenen Hamiltonian kommutiert, wenn o« = 1. Verwenden Sie hierzu die Darstel-
lung des Kreuzproduktes iiber den antisymmetrischen Tensor, i.e. Ly = > 1.7 €ijkTiD;
und die Eigenschaft ), €;jx€mnk = 0imOjn — 0indjm. Tipp: sortieren Sie die ver-
schiedenen Terme in Potenzen von m und h. Die Koeffizienten von verschiedenen
Ordnungen miissen jeweils einzeln verschwinden. Beriicksichtigen Sie hierbei die
zusitzlichen h aus den Kommutatoren aus 3a).

Losungsskizze:

a) Aus Bequemlichkeit lassen wir hier Operatorsymbole weg. Zunéchst berechnen wir

[pi, [ (@)Y () = —ihd{ f (2)(2)} + ihf(2)0n)(x) (
= —il{0; f(z)}¢(x) — ihf(2)0pp(z) + ihf (x)0i)(x) (

= [pi, f(2)] = —ihd; f(x) (13
pips, f(@)](x) = =R20,0;{ f(x)p(x)} + B* f (x)0,0;0 () (
= —1*({0:0; f (2) Yo () + {0:f (x) H{I ()} (

+ {0, f (@) How (2)} + f(2)0:0;0(x)) + B2 f(x)d,0(x) (16

= [pipj, f(x)] = —1*{9:0; f (x)} — ih({0:f (x)}p; + {ajf(x)}lzil)7>

b) Als néchstes schreiben wir

1 r; 1 T;
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wobei die Antisymmetrie und Zyklizitéit in den Indizes verwendet wurde. Dann
erhalten wir
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Da durch Kommutatoren keine zusétzlichen Potenzen von m erzeugt werden,
missen die verschiedenen Potenzen einzeln verschwinden. Der letzte Term ist tri-
vial null. Der ersre Term ist

4m2 Z 52]k p]Lk + Lkpj pl 2 Z Ezyk; 4th 5lnkplpnpj (22)
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Der zweite und dritte Term sind von gleicher Potenz in m, wir erhalten:

TZ
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Nun berechnen wir

[P ria] = —ih@mria, (29)

ey ) = W 0ndy) e — WO Ips + @} (30

5% 0] = B(@0) ™ + 20l (0 ) (31)
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Durch die Ableitungen kommen keine weiteren Potenzen in & hinzu, deshalb muss
jede Potenz einzeln verschwinden. Wir erhalten in linearer Ordnung
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J
was nur fiir a = 1 verschwindet und in quadratischer Ordnung von A
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was wieder nur fiir o = 1 verschwindet. Zusétzlich haben wir verwendet, dass in
drei Dimensionen ), oy = 3.

. Drehimpulse

Diese Aufgabe widmet sich der algebraischen Verwendung von Drehimpulsen. Setzen
Sie die Operatoren Ly = L, izL ein und zeigen Sie, dass gilt LiL:F = 12— L2 +hL,.

a) Wir betrachten einen Eigenzustand |, m) von L? und L, mit zugehdrigen Eigen-
werten h*((¢ + 1) und hm. Berechnen Sie die Erwartungswerte (L,), (L2) und
(LoLy, + Ly,L,) fiir diesen Zustand.

b) Bestimmen Sie fiir den Spezialfall £ = 1 und m = 1 mit welcher Wahrscheinlichkeit
eine Messung von L, die Werte £/ und 0 ergibt. Finden Sie dazu eine Darstellung
[L,m) = >, Amulxu) in einer Basis {|x,)} die eine Eigenbasis von L, ist und

berechnen Sie dann (x,s|L,|1,m) auf zwei verschiedene Arten. Beachten Sie auch,

dass gilt (1, m|1,m) = O und (X |Xu) = Oy

Loésungsskizze:
a) Fiir die Leiteroperatoren L gelten die Eigenschaften (vgl. letztes Ubungsblatt)

Lolt,m) = ap|l,m+1) fir m < ¢ (44)
L_|t,m) = a_|t,m—1) fir m > —¢ (45)



Die Koeffizienten a. ergeben sich aus der Bedingung

las | = (¢, m|LLLL|¢,m) (46)

Es gilt weiter il = EHF? woraus sich durch Einsetzten und Ausmultlphzleren ergibt,
dass Ly L+ = (L, )(LgC Til,) = L2+ Lz Ti[L,, L) = L — 12+ hLz.ADamlt
ist ap = hy/0(0 + m(m £ 1). Beachten Sie, dass der Leiteroperator Ly den
Zustand |¢, +() anmhlhert Damit gilt
A o 1 o N
1
= Sl {tmltm £ 1) + o (it m 1) = 0 (43)
LI > o7 >o2 1 £2 72 h? 2
(12) = Zem|Lale - LoLaltom) = (6. mlE? — E26.m) = T pece 1) —m?)
(49)
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(o + Ly} = ZH0ml(Eat LB =E0) + (B L)Lt E)lem) (50
i ) )
= 7<€,m|Li — L2|,;m) =0 (51)
Es gibt im Sektor mit festem ¢ eine Basis |y,) mit L?|x,) = h20(¢ + 1)|x,)

und L,|x,) = hplx.), o € {—¢,...0}. Fir £ = 1 schreiben wir dann |1,m) =
>y Al X mit /\mu = (xu|1,1). Die Koeffizienten \,,, geniigen wegen der Nor-

mierung > A i mpAmi = O . Wir finden
[:x|1,m> = Zu Amuhﬂ‘Xu% (52)
(1,m|Lg|1,m) ZZMMW (53)

womit |\,,|* genau die Wahrscheinlichkeit ist, dass eine Messung von L, auf dem
Zustand |1, m) den Eigenwert fiu ergibt. Es gilt weiter, dass L. |1,m) = (1/2)(Ly+
L_)|1,m) oder kompenentenweise

> ) = SEALD = 2010 = Y M) G
S il = 2(EAEL0 = 2hY Gyl 69
> il = 2Lt -1 = h0) = 2hY sl 60

Wir fiithren nun einen Koeffizientenvergleich durch und finden
A1 = ?)\01 0= \/75)\00 —Ai1 = g)\O—l (57)
Aor = \/75()\11 +Aq1) 0= \/75()\10—1—/\_10) —Xo_1 = g(/\l_l +A11) (58)
A= Y20 0= V2, =2 (59)
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Also ist

Aol Ao Ao A1 A10 A1 1 1 —V2 1
( Ao—1 Ao Aot ) = <—\/§/\—1—1 0 \/5)\_11> =5 <—\/§ 0 \/§>
A1 Ao An Ai-1 —A_10 A-n 1 V2 1

(60)

Zum Schluss ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit im Zustand [1, 1) ein L, von +h
zu messen A7 ., = 1/4. Die Wahrscheinlichkeit einen Drehimpuls L, gleich Null
zu finden ist A, = 1/2.



