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1. 1d Potentialprobleme

Wir betrachten zeitunabhéngige Probleme in einer rdumlichen Dimension. Folgende
Aufgaben wiederholen und ergénzen Aufgaben aus der Vorlesung:

a)

b)

Zeigen Sie, dass die Ableitung ¢'(z) der Wellenfunktion an einer Potentialstufe ste-
tig und an einem Delta-Potential unstetig ist. Integrieren Sie dazu die Schrédinger-
gleichung iiber ein infinitesimales Intervall und nutzten aus, dass 1(x) stetig ist.

Es sei das Potential V(x)=V,O(z) mit der Heaviside Funktion ©(z). Finden Sie
die allgemeine Losung der Schrodingergleichung fiir x <0 und 2 > 0 fiir ein Teilchen
mit Energie 0 < £ <V}. Bestimmen Sie dann die gesamte Wellenfunktion.

Es sei das Potential V(x) = {7‘/3 :z:iaj z Losen Sie die Schrodingergleichung fiir

ein Teilchen mit —V{, < E < 0. Finden Sie dazu die Losung fiir jedes Intervall mit
konstantem Potential, und fiigen Sie die Teillosungen dann zusammen. Verwenden
Sie die Paritdt © — —z des Problems. Die Bedingung fiir die Energie F ist nicht
mehr analytisch 16sbar. Diskutieren Sie, wie das Losen graphisch erfolgen kann.

Losungsskizze:

a)

Wir integrieren die Schrodingergleichung

h2 42y
o + V(@)Ula) = Bv() )
von —e bis € und finden
—0 f2m)[0(0) — (=) + [ dalV (@) — Elo(o) = 0. @)

Mit einer Stufe VO (x) oder einer Delta-Funktion (Vpb)d(x) ist das Potential nur
bei z = 0 singulér. Somit ergibt sich im ersten Fall (asymptotisch ¢ — 0)

—(7?/2m)[t'(€) — ¢/ (—e€)] + eEv(—e) + (Vo — E)o(e) = 0. (3)

Im zweiten Fall gilt

—(7?/2m)['(€) — W' (—€)] + e(=E)(—€) + e(=E)(e) + Vobih(0) = 0. (4)

Wir erkennen also, dass eine Potentialstufe fiir ¢ — 0 zu einer stetigen Ableitung
der Wellenfunktion fiihrt, d.h. ¢/(0,) = ¢’(0_). Ein Delta-Potential hingegen fiihrt
zu einem Knick der Wellenfunktion, wobei sich die Ableitung um ¢/(0,) = ¢/(0_)+
2mVobtp(0)/h? dndert. Ist ¥(0) = 0 spiirt die Wellenfunktion das Potential nicht.



b) Fiir x < 0 ist die allgemeine Losung der Schrodingergleichung
wL(m) — Aefikx +Beikx’ (5>
mit k = y/2mE/h%. Fiir x > 0 lassen sich analog exponentielle Losungen finden,

Yr(z) = Ce ™ 4+ De"*, (6)

mit £ = \/2m(Vp — E)/h2. Damit die Wellenfunktion bei & — +o0 nich divergiert
muss D = 0 gelten. Die verbleibenden Parameter A, B und C' werden verkniipft
durch i) die Stetigkeit der Wellenfunktion bei x = 0, ii) die Stetigkeit der Ableitung
ebenda. Der letzte Parameter ist durch die Normierung [ dx [¢(2)]* bestimmt. Es
gilt also

A+B=C, (7)
—ik(A— B) = —xC (8)

Daraus folgt B/A = —:;—Z’Z und C/A =1 — :%i’; Die Teilchendichte zerfallt fiir

x > 0 auf einer charakteristischen Eindringtiefe 7o = r=! o« +/Vy — E. Nur im
Grenzfall Vy — oo findet man wieder C' = 0 und xy = 0.

c) Hier ist fiir |x| < a/2 (Bereich II)

Yrr(z) = Ae~ ™ 4 Bethr (9)

mit k = /2m(E + Vp)/h? und fiir || > a/2 (Bereiche I und III)
Yrrr(x) = Cryrrre™™ + Dyjrire”™, (10)

mit k = /2m|E|/h?. Wie oben gilt sofort C; = D;;; = 0. An der Grenzschicht
bei —a/2 liefert die Stetigkeitsbedingung

Dyeta/2 — pAgite/2 | Beika/2 (11)

kDe "2 = —ikAe*/? 4 ik Be /2, (12)

Ae—hal2 . Beika/2 — ¢ oRal? (13)

—ikAe k2 ik B2 = —kChppe 2. (14)

Wegen der Paritét (d.h. der Paritéitsoperator vertauscht mit dem Hamilton-Operator)
miissen die Eigenzustdnde des Hamiltonoperators in gerade und ungerade Losun-

gen zerfallen. Wir schreiben darum etweder A = B und D; = Cyy; (gerade) oder
A = —B und D; = —Cy; (ungerade). Damit gilt fiir gerade Eigenfunktionen

Dlefmz/2 — Aeika/Z + Aefika/2’ (15>
kDre "2 = —ikAe*V/? 4 ik Ae~ k2, (16)

und fiir ungerade gilt
Dle—ma/2 _ Aeika/2 . Ae—ika/Q’ (17>

kDe "2 = —ikAe*/? — ik Ae~ka/?, (18)



Es gilt dann offenbar D; = A(e*®/2 £ e~a/2)ere/2 ynd A ermittelt sich aus der
Normierungsbedingung. Wihrend Letztere ein eigenes (jedoch 1sbares) Problem
ist, muss zudem das Verhéaltnis der beiden Gleichungen erfiillt sein. Das ergibt im
geraden/ungerade Fall eine Bedingung an die zulédssigen Energien, ndmlich

k= ktan(ka/2), |/ k= —kcot(ka/2). (19)

Es héngen sowohl k als auch x von der Energie E ab. Wir fithren £ = ka/2 ein und
sehen, dass sich die linke Seite (nach Multiplikation mit a/2) schreiben lésst als
21(8) = /& — &€ mit & = (a*/4)2m|V,|/h?. Damit befindet sich die linke Seite
der Gleichung auf einem Kreis im £z-Raum mit Radius Vy. Gleichzeitig wird dann
die rechte Seite zu 25 4(§) = {tan(§) [oder zq,(§) = —€ cot(£)]. Die Schnittpunkte
geben die gebundenen Zustdnde. Es ist besonders hervorzuheben, dass auch fiir

Vo — 0 immer eine symmetrische gebundene Losung bei E ~ —VOQWKSG existiert.

2. Kohirente Zustinde im harmonischen Oszillator

Wir betrachten einen harmonischen Oszillator in einer raumlichen Dimension.
H = p*/2m + mw?*i?)2 (20)

a) Wiederholen Sie die Herleitung aus der Vorlesung fiir die algebraische Losung bis
zur Darstellung der Energieeigenzustanden {|n)} aus den Leiteroperatoren a und
a'. Fassen Sie die wichtigsten Punkte stichpunktartig zusammen.

b) Bestimmen Sie die Unschiirfe ((A#)?)((Ap)?) in Abhingigkeit des Zustands |n).

c¢) Berechnen Sie die Unschirfe ((Az)?)((Ap)?) fiir einen Eigenzustand von a, d.h.
ala) =ala). Hier ist v eine komplexe Zahl. Was fallt Thnen dabei auf?

d) Leiten Sie die Darstellung von |«) in der Basis {|n) } her. Nutzen Siel = ) |n)(n|.
Zeigen Sie, dass die Darstellung die zwei dquivalenten Formen besitzt, ndmlich

—|af? a” —|/? aal
ja) = ¢! HQZﬁW:@ alF/2+adl0). (21)

e) Zeigen Sie, dass (z) = (a|z|a) = v2zoRe(a) und (p) = (a|p|a) = v2poIm(a) gilt
und bestimmen Sie z¢ und py.

f) Untersuchen Sie, die zeitliche Entwicklung
o) (t) = e~/ ) (22)
des Zustands |o) und zeigen Sie, dass gilt |a)(t) = e~"/20|a(t)) mit a(t) = e~/ Pq.
Finden Sie t,.

g) Zum krénenden Schluss bestimmen Sie welcher Differentialgleichung a(t) geniigt.
Schliessen Sie daraus auf die entsprechenden Differentialgleichungen fiir (x(t)) =

(a(t)|z]e(t)) und (p(t)) = (a(t)[pla(t)).
Losungsskizze:

a) Siehe Vorlesungsskript. Wir benétigen im Folgenden, dass

my = @0y (23)
Vn!

wobei der Grundzustand |0) durch a|0) = 0 charakterisiert ist.



b) Es gilt

(nl&[n) = (xo/V2)(n|d" + dln) = 0

(nlpln) = i(po/V2){nla’ —aln) =0
) = (w5/2)(nl(@" + a)*In) = (25/2)(nla’a + aa'|n) = (3/2)(2n +1)
) = —(p3/2){(nl(@" - a)*|n) = (p§/2)(nla'a + aa'ln) = (p/2)(2n + 1)

mit g = \/hA/mw und py = VAmw. Daraus ergibt sich fiir den Eigenzustand |n)
des Hamilton Operators eine Unschérfe

(n|2*In

(n|p?|n

2

2 o 4 1 29

((A2)*){(Ap)?) =

welche mit zunehmendem n anwichst.
c¢) Fiir einen Eigenzustand ala) = a|a) des Absteigeoperators a gilt auch (a|al =

(a]a*. Die Unschérfe ermittelt sich dann aus

(wo/V2)(ala’ + ala) = (x0/V2)(a" + a) (29)
i(po/V2){ala’ — ala) = i(po/V2)(a" — @) (30)
(25/2){al(@" + a)*|a) = (23/2)[(e" + a)® + 1] (31)
—(pa/2)(el(@" — a)*la) = (p/2)[1 — (" = a)?] (32)

(ol 2]

{alpla
(a]2?|a

(a]p?a

)=
)=
)=
)=

namlich
((A2)%)((Ap)*) = ((2%) — (1)) ((P°) — (p)?) = h*/4 (33)

Alle Zustande |a) besitzen damit eine minimale Unschérfe.
d) Wir schreiben

=Y ) =3 culn) (34)
mit ¢, = (n|a). Aus (n| = (0|(a"/v/n!) folgt dann ¢, o< a™/+/n!, genauer
) = (010) 3=, S=ln) (35)
n!
Den Wert von (0|a) = e~1o?/2 ergibt sich aus der Normierungsbedingung

1= = [(0]a)e*". (36)

Damit ist die erste gesuchte Form gezeigt. Wir nutzten die Darstellung der Zustédnde
|n) aus dem Grundzustand und finden daraus die zweite Darstellung

) n(At\n ) .
o) = 7 0, S0 = e )

Eine dritte (nicht gefragte) Darstellung o) = e®®'~"@|0) ergibt sich aus der Baker-
Campbell-Hausdorff-Formel (siche Blatt 3).



e) Dies geht aus Teilaufgabe c) bereits hervor, wo auch zy und py bereits definiert

wurden.

f) Wir schreiben

g)

) (t) = e—(iwt)(afaﬂ/z)la) _ o (wt)(@la+1/2) ,~|af?/2 Zn jﬁ'm (38)
n —iwt\n
— a2 QA Gty (n+1/2)|y (i) /2~ |af? /2 [Cl
=e Zn me In) =e e Zn N In)
(39)
— ef(iwt)/2|aefiwt> (4())

Es gilt also a(t) = ae™/* mit t, = w™!. Beachten Sie, dass e~!/2 ein irrelevanter

Phasenfaktor ist. Ein kohérenter Zustand bleibt iiber die zeitliche Entwicklung
kohérent, d.h. er zerfliesst nicht.

Es gilt 0;a(t) = —iwa(t). Aufgeteilt in Real- und Imaginérteil ergibt sich somit

O Re[a(t)] = wim[a(t)] (41)
Odm[a(t)] = —wRe[a(t)] (42)

oder auch

O(x(t)) = (p(t))/m (43)
0e(p(t)) = —mw*(x(1)) (44)

was den klassischen Bewegungsgleichungen vom harmonischen Oszillator entspricht.

3. 2d Harmonischer Oszillator

Wir betrachten nun einen isotropen harmonischen Oszillator in zwei Dimensionen.

a)
b)

H = (p + pa)/2m + mw? (i + §°) /2 (45)

Berechnen Sie fiir die Operatoren a,, a;, @y, und dL die Kommutator-Beziehungen.

Verfahren Sie analog zum eindimensionalen Fall und bringen Sie den Hamilton-
operator in die Form (geben Sie den Wert fiir die Grundzustandsenergie Fy an)

H = hw(N, + N,) + E,. (46)

Bestimmen Sie die zugehorigen Eigenzustdnde (es ist natiirlich die Dirac-Notation
|ng, ny) zu nutzen). Berechnen Sie die Entartung fiir jede Eigenenergie.

Zeigen Sie, dass der Drehimpuls L, = 2, —ijp, die Form —ih(ala,—afa,) annimmt.
Verifizieren Sie auch, dass L, mit dem Hamilton-Operator kommutiert. Priifen Sie
dann, ob die Eigenzusténde |n,,n,) von H auch Eigenzusténde von L, sind.

Fiihren Sie Operatoren al, = (af + id;) /v/2 ein. Geben Sie die zugehorigen adjun-

gierten Operatoren a4 an und berechnen Sie dafiir die Kommutator-Beziechungen.

Definieren Sie die Quantenzahl-Operatoren Ny = &ldi ein und driicken Sie den
Hamilton und den Drehimpuls—OpAerator in diesen Grossen aus. Interpretieren Sie
die physikalische Bedeutung von N..



f) Finden Sie zum Schluss einen Satz an Zusténden die gleichzeitig Eigenzustande
des Hamilton- und des Drehimpuls-Operators sind. Kann nun ein Zustand mit den
beiden Observablen (H, L) eindeutig definiert werden?

Losungsskizze:

a) Die Operatoren a, und af (n € {z,y}) werden wie im 1D-Fall definiert durch
i = ol + ) V3, by = ipnol@h — )V (A7)
also
a} = (V2/2)(il/n0 + n/Pn.0) ay = (V2/2)(/no = Po/pno)  (48)

wobei 19 = \/h/mw und p, o = Vhmw. Da 2/p, mit g/p, kommutieren gilt

(ak, ay] = lag, ay] = [al, a}] = [ag,a}] =0 (49)
Die einzigen nicht-verschwindenden Kommutatoren sind [a,, a}] = [a,,af] = 1.

b) Mit obigem Ergebnis zerféllt der harmonische Oszillator in zwei unabhéngige Os-
zillatoren und der Hamiltonoperator wird zu

H = hw(ala, +ala, + 1) (50)

mit Grundzustandsenergie Ey = 2(hw/2). Der Grundzustand |0,0) ist definiert
durch die Bedingung a,|0,0) = a,|0,0) = 0. In Anlehnung an die Herleitung aus
der Vorlesung finden wir fiir die Ortsdarstellung

L@z o L g gy

VaArzoyo \VArrd

mit r = y/x? + y? und ry = xg = yo. Alle anderen Energie-Eigenzusténde ermitteln
sich danach rekursiv aus

77ZJ(),0($7y) = <l’,y|0,0> =

1 .

ne +1,n,) = ﬁamnmw (52)
1 .

Nz, ny + 1) = —a”nx,ny) (53)

oder direkt aus

al)yme (af)m
ngmy) = L L9 o) (54)
ng! \/ny!

Dieser Zustand besitzt eine Energie E,, ,, = hw(n,+n,+1). Jede Eigenenergie
Ey = hw(N+1) ist (N+1)-fach entartet mit |n,,n,) € {|0, N), |1, N—-1),...|N,0)}.

c) Die gesuchte Identitdt wird durch einsetzten von Gl. (47) gezeigt:

~

L. = apy — §p. = i(h/2)[(a} + a.)(af — a,) — (@} + ay)(al —a.)]  (55)
= —ih(ala, — ala,) (56)



Auch das Kommutieren von H mit L, lisst sich so zeigen. Insbesondere gilt
[ala,,ala,) = alala,a, —ala.ala, = —ala, (57)
lata,,ala,) = ala,ala, — alala,a, = ala,. (58)

Es ist darauf hinzuweisen, dass L, nicht mit den einzelnen Besetzungszahlopera-
toren NN, = di;&n kommutiert sondern nur mit dessen Summe. Damit gilt

[A/z|n:vvny> = _ih{[(nx+1)ny]l/2|nw+1any_1> - [nx(ny+1)]l/2|nx_1any+1>}' (59)

Der Zustand L.|n,,n,) ist verschieden von A|n,,n,) und ist somit kein Eigenzu-
stand von L,. Trotzdem ist L,|n,,n,) weiterhin ein Eigenzustand von H.

Es sei al, = (al + ial)/ V2 V2. Fiir die adjungierten Operatoren gilt

iy = (g T i) /V2, (60)
wobei der Vorzeichenwechsel in der Klammer von ¢* = —i¢ herriihrt. Es gilt
lay,as] = {(a, Fiay)(a, £ ia,) — (a, +iay)(a, F ia,)}/2 =0 61
(ak, k] = {(al +daf)(al F ia}) — (af F af)(al +iaf)}/2 =0 62

o
w

[+, ak] = {(a, F ia,)(al +ia}) — (a] +ial)(a, F ia,)}/2
= {a,al, £ia,al Fiayal + ayal — (ala, Fiala, +iala, + aja,)}/2
=1

[, at] = {(a, F z'dy)(AT Fial) — (al, Fiaf)(a, F ia,)}/2

= {a,a!, Fia.al Fia,al — a,al — (ala, Fiala, ¥ iala, —ala,)}/2
=0

(@)
g

P N T T T T T T
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o Oy
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Damit verhalten sich dy wie Ab- und al. wie Aufsteigeoperatoren.

Die Quantenzahloperatoren N nehmen die explizite Form

N = (a} Fial)(a, £ia,)/2 = (N, + N,) /2 £ (L./2), (69)

an, wobei Nn = di;&n ist. Daraus folgt sofort die Darstellung
H = hw(N, +N_+1) (70)
L.=hNy—N_) (71)

Die Operatoren Ny zéhlen die Anzahl rechtshéindiger (+) und linkshéindiger (-)
Drehimpuls-Quanten.

Analog zur zweiten Teilaufgabe ist

AT N4 AT n—
ey = SO g ) (72)
ny! y/n_!
wobei a4]0,0) = 0 den Grundzustand definiert, und gy o(x,y) wie in Gl. (51)
ergibt. Jeder dieser Zusténde ist gleichzeitig Eigenzustand von H und L., d.h.
f{|n+7 > = hCL)(TZ+ +n_+ ]')ln-l-vn—) (7?))
Lalny,n-) = h(ny —n-)|ng,n-) (74)



Fiir eine vorgegebene Energie Ey = hw(N +1) gilt ny +n_ = N. In diesem Unter-
raum gibt es NV +1 verschiedene Figenzusténde die sich durch ihre Dreimpulsquan-
tenzahl M = n, — n_ unterscheiden [(ny,n_) € {(0,N),(1,N —1),...(N,0)}].
Hierbei springt M immer um zwei, d.h. M € {—=N,—N +2,..., N} und spannt
den gesamten entarteten Unterraum auf. Somit bildet das Tupel (I:[ , f)z) einen
vollstéindigen Satz kommutierender Observablen [ihnlich wie (H, j}Q, L.) fiir das
Wasserstoffatom| und ordnet jedem Eigenzustand einen eindeutigen Satz an Quan-
tenzahlen (ny,n_) [oder dquivalent (N, M)| zu.



