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1. Gittermodell eines Festkorpers

In vielen Festkorpern nehmen die Atomkerne feste Gitterpositionen ein, wiahrend sich
die Elektronen relativ frei in dem dadurch entstehenden periodischen Potential bewegen.
Wir betrachten hier ein eindimensionales Beispiel eines solchen Potentials.

e}

a) Betrachten Sie ein periodisches Potential V' (xz) = >~ Vibd(x+na). Reduzieren
Sie den Ansatz v, (z) = A,e @ ") + B, =@ fiir jedes Intervall na < x <
(n 4+ 1)a auf eine Unbekannte Ay.
Hinweis: Da das Problem mit der diskreten Translation 7, kommutiert, besitzt
die gesamte Wellenfunktion die Eigenschaft ¢ (x +a) = e (z). Hier wird nur die
Stetigkeit und die Periodizitdat der Wellenfunktion benotigt. Solange k£ und ¢ als
unabhéngig betrachtet werden, ist die Bedingung an die Ableitungen iiberfliissig.

b) Zeigen Sie, dass die zuldssigen Werte fir k € {—n/a,7/a} an die Bedingung

sin(ga) (1)

cos(ka) = cos(qa) + =
qa

gekniipft ist. Beantworten sie zudem (i) wie ¢(E) von der Energie E der Wellen-
funktion abhéngt, (ii) welche Form ~ besitzt und (iii) wie sich dieser Ausdruck in
Abwesenheit des Potentials vereinfacht.

c) Losen Sie die Bestimmungsgleichung (1) fiir y =0 (wir erinnern uns ¢ > 0 und
k € [—m/a,m/a]). Diskutieren Sie dann fiir v> 0, welche Werte ¢gi** weiterhin eine
exakte Losung ky** erlauben. Skizzieren Sie die rechte Seite der Gleichung, zeich-
nen Sie die 15sbaren Punkte ein und identifizieren Sie Intervalle Qy = [gW™", g™
eine Losung k(q) existiert. Diese Intervalle definieren sogenannte Béander.

min max

d) Bestimmen Sie g™ = g™ + dgn im Grenzfall v <1 (es sei ¢ = 0). Berech-
nen Sie daraus welche E-Werte erlaubt sind (Energie-Bénder) und welche nicht
(Bandliicken). Zeichnen Sie die E(k)-Beziehung (exakte Punkte exakt, dazwischen
qualitativ richtig) und identifizieren Sie darin die Bénder und Bandliicken.

2. Modifiziertes Wasserstoffproblem

Betrachten Sie ein Teilchen im dreidimensionalen Zentralpotential V (r) = —e?/r+-~/r%.
Bringen Sie den Hamilton-Operator des Problems auf die Form (3). Fithren Sie dazu
die Variable s ein, damit das effektive Potential die Form
e2 1 hs(s+1)
Vig=—4+ —— -~ 2
f r * 2m 72 @)
annimmt. Wie héngt s von [ und v ab? Verwenden Sie die in der Vorlesung diskutierte
Abbruchbedingung fiir normierbare Losungen u(r) mit R(r) = u(r)/r um die erlaubten
Energiezusténde zu bestimmen.



3. Dreidimensionaler Potentialtopf

In der Vorlesung haben Sie gelernt, dass der Hamiltonian bei einem dreidimensionalen

Zentralpotential V (r) auf die Form H = o= (p2 + i)z/f’Q) + V(7) gebracht werden kann
wobei p, = —ih%%r. Dies ldsst sich immer durch einen Produktansatz der Form

U(r) = R(r)Yim(0,¢) (3)

l6sen, wobei Y, die Kugelflchenfunktionen sind fiir die f/QYZm = R2(1+1)Y},, gilt. Hier-
mit erhdlt man fiir den Radialanteil R(r) die effektiv eindimensionale Bestimmungsglei-
chung [p?/2m + Veg(r)|R(r) = ER(r), mit Veg(r) = V(r) + R2(l + 1)/2mr?. In dieser
Aufgabe betrachten wir einen endlichen, dreidimensionalen Potentialtopf, also

—Uy, r<a

Vi(r) = { (4)

0, r>a

und suchen gebundene Zustinde mit —Uy < F < 0.

a) Der Hamilton-Operator (3) enthilt normalerweise erste und zweite Ableitungen
der Funktionen R(r). Machen Sie den Ansatz R(r) = u(r)r® und wihlen Sie « so,
dass die erste Ableitung verschwindet.

b) Bestimmen Sie aus (3) die Differentialgleichung fiir w(r) und lésen Sie diese fiir
[ = 0 in den beiden Bereichen r > a und r < a. Wie héangen die Losungen jeweils
von der Energie E' ab? Hinweis: Beriicksichtigen Sie, dass die gesuchte Losung
R(r) in r = 0 endlich sein muss und fiir x — oo verschwinden muss.

c) Bei r = a miissen u(r) und «'(r) stetig sein. Notieren Sie beide Stetigkeitsbedin-
gungen und bilden Sie deren Quotienten (die ’logarithmische Ableitung’) um die
erlaubten gebundenen Energieniveaus zu finden.

d) Finden Sie das niedrigste Energieniveau indem Sie obige Bedingung auf die Form

. h?
sinka = + mka (5)

bringen und diskutieren Sie, wann diese Gleichung nicht-triviale Losungen hat.
Gibt es fiir jedes Uy einen gebundenen Zustand? Hinweis: Driicken Sie den Impuls
im Bereich » > a durch den Impuls im Bereich r < a aus und verwenden Sie
V1 —a%/x = cotarcsin(x)]. Beriicksichtigen Sie auch, dass aus der vorherigen
Teilaufgabe eine zusétzliche Bedingung an das Vorzeichen von cot(ka) folgt.



