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Uber das Format der diesjihrigen Klausur wird eine anonyme Umfrage im
ILTAS per Mehrheitsentscheid entscheiden. Bitte geben Sie Ihre Stimme bis
zum 8. Juli 2021 12:00 ab. Das Ergebnis wird am 9. Juli bekannt gegeben.

1. Anwendung Heisenberg Bild 1

Betrachten Sie die freie Schrodingergleichung mit dem Hamilton-Operator H= p*/2m.
a) Wie lautet die Heisenbergsche Bewegunsgleichung des Impulsoperators p? Losen
Sie diese unter der Annahme, dass py(t = 0) = p, bekannt ist.

b) Wie lautet die Heisenbergsche Bewegunsgleichung des Ortsoperators 757 Losen
Sie diese unter der Annahme, dass 7y(t = 0) = 7 und die Losung der ersten
Teilaufgabe bekannt ist.

2. Dekohirenz und Verschrinkungsentropie

Ein reiner Quantenzustand (Qubit, Quanten-Bit) kann durch dissipative Kopplung an
die Umgebung seine 'Reinheit’ verlieren. Wie das passiert untersuchen wir im Folgenden.
a) Bestimmen Sie die Dichtematrix fiir einen reinen Zustand «|0)+3|1) (mit o, 5 € C
und |a|?* + [3] = 1) und fiir ein Zustandsgemisch in dem die Zustéinde |0) und |1)

mit jeweiligen Wahrscheinlichkeiten |a|? und |§]? auftreten.

b) Berechnen Sie tr(p) und tr(p?) fiir beide Félle und diskutieren Sie wann das Zu-
standsgemisch tr(p?) = 1 besitzt.

c) Wir beschreiben die Dekohérenz des Qubits durch einen diffusiven Prozess mit
einem zeit-abhingigen Zustandsgemisch

o) = / T d6P(6,0)p(9) (1)

wobei p(¢) die Dichtematrix des reinen Zustands a|0) + Be*|1) und P(¢,t) =
(4t /7)~Y2 exp(—¢?T /4t) eine Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Phase ¢ ist. Fin-
den Sie explizite Ausdriicke fiir p(¢) und p(t) und diskutieren Sie im letzteren Fall
die beiden Grenzverhalten ¢/7 — 0 und ¢/7 — oo. Interpretieren Sie 7.

d) Intermezzo: Die Verschrinkungsentropie S ist definiert als S = —kztr[pIn(p)] (der

Logarithmus einer Matrix muss als Reihenentwicklung verstanden werden). Zeigen
Sie, dass — mit \; den Eigenwerten von p — ebenso gilt

S = —ky Zj A In(),). (2)
Bestimmen Sie S fiir die beiden Fille in a) mit |«|*=]|3]* = 1/2.

e) Berechnen Sie die Verschriankungsentropie S(t) fir p(t), diskutieren Sie wieder die
Grenzfélle t/7 — 0 und t/7 — oo und vereinfachen Sie zum Schluss den Ausdruck
fiir |o]?*=|8|*> = 1/2. Hinweis: Nutzen Sie, dass die Eigenwerte einer 2 x 2 Matrix
p = aoy+b-o genau AL = a=+b sind, wobei oy die Einheitsmatrix, o = (0, 0y, 0>)
ein Vektor aus Paulimatrizen' und b die Norm von b = (b,, b, b,) ist.

"Es gilt o0 = (§9), 00 = (Y6). 0y = ('), und 0. = (§ 2.




3. Teilchen-Loch-Zustidnde (und Supraleitung) II

In dieser Aufgabe betrachten wir erneut die Schrodingergleichung

H A
Ho= (. ) e=Eu 3)
mit H=—202 1,0 < A und ¢ = [u(z),v(z)]”, und eine Grenze zwischen einem
Metall und einem Supraleiter. Die Losungen im Metall besitzen die Form (s. Blatt 10)
_ (1 ke _ (O ke
) = ()=, do(@) = ()=, (4)
ki(E) = /(2m/1?)(E + p), ko(E) = £/ (2m/1?)(—E + p) (5)
und in einem Supraleiter sind es

_ ([ Uo tigix _ (Yo tigex

dnlw) = (10 ), dale) = (0 ) e, (6)

G(E) =\ m/) [+ (B2 = A2, q(B) = \/@m/1)[u — (B2 — A2, (1)
Hier sind ug und vy komplexe Konstanten. Zur Unterscheidbarkeit wird £ fiir das Metall
und ¢ fiir den Supraleiter verwendet. Die Dispersionsrelation ist gegeben durch

EMetall = \/[h2k2/2m - lu} ? ESupral. - \/[h2q2/2m - :u} ? + AQ, (8)
wobei wir E > 0 betrachten. Es sei zudem A < pu.

a) Zeigen Sie, dass der Strom j = 2[((,u*)u — u*dyu) — ((Opv*)v — v*8,v)] die
Kontinuitétsgleichung d,p + 0,5 = 0 erfiillt, wobei p = 1.
b) Normieren Sie Zustande in der Aufgabenstellung so, dass |j|=1 gilt.

c) Die Geschwindigkeit eines Teilchens mit Dispersionrelation F(k) ist gegeben durch
v(k)=+0xE(k). Teilchen mit v(k) >0 bewegen sich nach rechts, solche mit v(k) <0
nach links. Verwenden Sie die oben angegebenen Dispersionsrelationen um zu zei-
gen, dass sowohl im normalen Metall als auch im Supraleiter fiir Teilchen Wellen-
vektor und Geschwindigkeit das gleiche Vorzeichen haben, wahrend es fiir Locher
genau umgekehrt ist. Betrachten Sie den Fall £ > A. Was passiert bei £ < A?

d) Nun betrachten wir das erwihnte Streuproblem: bei z < 0 haben wir ein normales
Metall, bei x > 0 einen Supraleiter. Wir beschrinken uns auf den Fall £ = 0,
in welchem alle Wellenvektoren gerade der Fermiwellenvektor kz sind. Betrachten
Sie hierzu den Fall, dass ein im normalen Metall nach rechts einlaufendes Teilchen
sowohl als Teilchen ry; als auch als Loch ry, reflektiert werden kann (dann also nach
links lauft) und sowohl als Teilchen ¢;; als auch als Loch t; transmittiert werden
kann (also weiter nach rechts lauft). Wir verwenden den Ansatz

1 , 1 ) 0 .
1 < )e—l-zkpx +ry ( )e—zkpzv + 74)%( )e—ﬁ-zkpx, x <0
m 0 0 1
(@) =[5 X :

hk’p 1 Uo . Vo .
ty—L < ) +ikpx t ;( ) 77,’6F:E’ >0
tt /\u0|2*\vo|2 Vo € + Ty /\u0|2*\00|2 o € X
(9)

mit den auf |j| = 1 normierten Wellenfunktionen. Begriinden Sie mit dem Vor-
zeichen der vorher berechneten Geschwindigkeit, weshalb wir nur 5 der mogli-
chen 8 allgemeinen Losungen verwenden sollten. Bestimmen Sie die Koeffizienten
tet, tie, Tt, oo diese durch Verwendung der Stetigkeitsbedingung der Wellenfunktion
und ihrer Ableitung bei x = 0. Kénnen Sie erklidren, weshalb r;; = 0 ist?



