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Uber das Format der diesjihrigen Klausur wird eine anonyme Umfrage im
ILTAS per Mehrheitsentscheid entscheiden. Bitte geben Sie Ihre Stimme bis
zum 8. Juli 2021 12:00 ab. Das Ergebnis wird am 9. Juli bekannt gegeben.

1. Anwendung Heisenberg Bild 1

Betrachten Sie die freie Schrodingergleichung mit dem Hamilton-Operator H= p*/2m.
a) Wie lautet die Heisenbergsche Bewegunsgleichung des Impulsoperators py? Losen
Sie diese unter der Annahme, dass py(t = 0) = p, bekannt ist.

b) Wie lautet die Heisenbergsche Bewegunsgleichung des Ortsoperators 77 Losen
Sie diese unter der Annahme, dass 7y(t = 0) = 7 und die Losung der ersten
Teilaufgabe bekannt ist.

Losungsskizze:

a) Fiir freie Teilchen kommutiert der Impuls mit dem Hamiltonian, wir erhalten also

dpy (1)
=0 1
was gelost wird durch
pr(t) = p(0). (2)
b) Fiir den Ortsoperator gilt
_dry(t) 1 .. 5 Py
h——— = — t = th—
th——= = 5 —[ru(t), py] = ih"~ (3)
oder umgeschrieben
dry(t) Py
=— 4
dt m (4)
Diese Differentialgleichung wird gelost durch
; p(0 N
ru(t) = Z%t + 7(0). (5)

2. Dekohirenz und Verschrinkungsentropie

Ein reiner Quantenzustand (Qubit, Quanten-Bit) kann durch dissipative Kopplung an
die Umgebung seine 'Reinheit’ verlieren. Wie das passiert untersuchen wir im Folgenden.
a) Bestimmen Sie die Dichtematrix fiir einen reinen Zustand «|0)+ 3]1) (mit o, 5 € C
und |a|* + [3] = 1) und fiir ein Zustandsgemisch in dem die Zustéinde |0) und |1)

mit jeweiligen Wahrscheinlichkeiten |a|? und |3]? auftreten.

b) Berechnen Sie tr(p) und tr(p?) fiir beide Félle und diskutieren Sie wann das Zu-
standsgemisch tr(p?) = 1 besitzt.



c) Wir beschreiben die Dekohérenz des Qubits durch einen diffusiven Prozess mit
einem zeit-abhingigen Zustandsgemisch

o) = [ doPo.6p(0) ()
wobei p(¢) die Dichtematrix des reinen Zustands «|0) + Be*|1) und P(¢,t) =
(4mt /7)1 /% exp(—¢?1/4t) eine Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Phase ¢ ist. Fin-
den Sie explizite Ausdriicke fiir p(¢) und p(¢) und diskutieren Sie im letzteren Fall
die beiden Grenzverhalten ¢/7 — 0 und ¢/7 — oo. Interpretieren Sie 7.

d) Intermezzo: Die Verschriankungsentropie S ist definiert als S = —kptr[pln(p)] (der
Logarithmus einer Matrix muss als Reihenentwicklung verstanden werden). Zeigen
Sie, dass — mit \; den Eigenwerten von p — ebenso gilt

S =—ky Zj A;In()). (7)

Bestimmen Sie S fiir die beiden Fille in a) mit |o|*=|3]* = 1/2.

e) Berechnen Sie die Verschriankungsentropie S(t) fir p(t), diskutieren Sie wieder die
Grenzfille t/7 — 0 und t/7 — oo und vereinfachen Sie zum Schluss den Ausdruck
fiir |a|?=|8|*> = 1/2. Hinweis: Nutzen Sie, dass die Eigenwerte einer 2 x 2 Matrix
p = aog+b-o genau Ay = a=%b sind, wobei oy die Einheitsmatrix, o = (0,0, 0,)
ein Vektor aus Paulimatrizen' und b die Norm von b = (b,, b, b,) ist.

Losungsskizze:

a) Die Dichtematrix wurde in der letzten Ubung und in der Vorlesung eingefiihrt.
Durch Einsetzen [wir arbeiten in der natiirlichen Basis {|0) = (1,0),|1) = (0,1)}]
ergibt sich

pran = (@l0) + )01+ 821D = (12 %) )
puem. = a0y 01 + 157 01 = (5 ) )

b) Beide Dichtematrizen besitzten dieselbe Spur tr(p) = |a|? + |3]*> = 1 wie es sich
gehort. Wir finden nach einigem Rechnen

tr(ﬁfein) = tr(lﬁrein> =1 (10)
01 (Pgem.) = lal* + 1B]" < 1 (11)
Der letzte Ausdruck wird nur eins, wenn |a| = 1 und § = 0 (oder @ = 0 und

|8 = 1), d.h. wenn es sich um einen reinen Zustand |0) (oder |1)) handelt.

¢) Die Dichtematrix aus a) liasst sich fiir jedes beliebige ¢ verallgemeinern zu

2 * ,—i¢p
ple) = <&Loé‘ei¢ aﬁwaQ ) (12)

"Es gilt o9 = (§9), 00 = (Y5). 0y = (0 3'), und 0. = (§ 2.



Nun kann Gl. (6) komponentenweise berechnet werden. Die Diagonalelemente erge-
ben trivial |a|? respektive | 3| da es sich bei P(¢,t) um eine normierte Gauss’sche
Verteilung handelt. Wir finden ausserdem (nach quadratischer Ergénzung)

/ h dpP(p,t)e™™ = et/ (13)

Also ist

|a|2 a/ﬁ*eﬂ‘,/r

ﬁ(t) = (a*ﬂet/‘r |6|2 ) (14>

Die ausserdiagonalen Eintrdge der Matrix werden mit zunehmender Zeit ausge-
schmiert und zerfallen exponentiell {iber eine Zeitskala 7. Diese wird auch De-
kohérenzzeit genannt. Zur Zeit t = 0 beschreibt die Dichtematrix ein Qubit in
dem reinen Zustand aus a) da die Phasenverschmierung P(¢,0) genau einer Del-
tafunktion entspricht und keine Unschérfe zuldsst. Nach langer Zeit ¢ > 7 sind
die ausserdiagonalen Elemente zerfallen und das Qubit ist ein Gemisch von zwei
inkohérenten Zustédnden.

d) Intermezzo: Die Dichtematrix ist selbstadjungiert, so dass eine unitére Matrix M
existiert mit M~1pM = A und A = diag(\y, ..., \y) einer Diagonalmatrix reeller
Eigenwerte. In dieser Basis ist der Matrix-Logarithmus trivial durchzufiihren, da

in(p) =Wl + (o~ 1) = Y-+ L (15)
_ M[Z(_l)kJrl (M~ (ﬁk_ D) M] :|M71 _ M[Z(_l)kH (A ; D) ]Mfl

k k (16)

— Mn(A)M~ (17)

wobei In(A) = diag[ln(A), ..., In(Ay)]. Somit ist auch
S = —kptr[pIn(p)] = —kptr[MAIn(A)M ] = —kztr[AIn(A)] (18)

was unser Intermezzo beweist.

e) Fiir p(t) gilt p(t) = aop +b- o mit a = |af* + |B]*> = 1/2 und

b=[(ap"+a’B)e, (af" —a*B)e", |af* —|5]] /2 (19)

und damit b = || = (1/2)\/(a]2 — |B]2)2 + 4|a]2|B[2e2/7. Es gilt dann
S(t) = —ky[(a +b)In(a + b) + (a — b) In(a — b)] (20)
=~ (14 flla =8P ) + ala|Ble2r ) n (144 /(laP - 572 + o |plze-27)
(1=y/al =182 + dlaf2|82e=27) tn (1-/(af2—|512)2 + 4]af2|5[2e-2/7)
- 21n(2)} (21)




Im Grenzfall ¢ = 0 ist S(0) = 0. Das Verschwinden der Entropie bedeutet, dass
der Zustand zur Startzeit prézise bekannt ist. Bei kleinen Zeiten gilt S(t < 7) ~
2kg|a?|B12(t/7){1—1n[2]|a|?|B|2(t/T)]} ~ —tIn(t). Bei grossen Zeiten gilt hingegen
(mit z = [o*—|B|* und 7 = |a||B])

S(oc0) = —I%B{(l—l—z) In(14+2)+(1—=2) ln(l—z)—21n(2)} (22)

- —%B{ 1n(1—z2)+zln[%j —21n(2)} (23)

= k:B{ In(2) — %1n(1—z2) — zartanh(z)} (24)
S(t>71)=5(c0) — k:Bn; lnHi——i] e T (25)

Die Entropie wichst monoton an und néhert sich ihrem Maximalwert S(co) ex-
ponentiell an. Dieses Maximum beschreibt auch den vollstandigen Verlust an Ver-
schriankung da wir dann keine Information mehr iiber den Zustand besitzten (son-
dern nur noch iiber die Wahrscheinlichkeiten eines Gemisches). Schliesslich verein-
fachen sich die Ausdriicke fir o = =1/2zu (z =0, n=1/2)

S(t) = —k—;{(l—l—et/T) In(1+e ") + (1—e /") In (1—e"7) — 21n(2)} (26)
= k‘B{ In(2) — %ln(l—e_ztﬁ) — YT artanh(e_t/T)} (27)

Mit den Grenzwerten S(0) = 0, S(c0) = kzIn(2), und den asymptotischen Verhal-
ten bei kleinen Zeiten S(t < 7) ~ —kz(t/27)[In(t/27) — 1] und bei grossen Zeiten
S(t > 7) ~ kp[In(2) — e=2/7 /2]

3. Teilchen-Loch-Zustédnde (und Supraleitung) II

In dieser Aufgabe betrachten wir erneut die Schrodingergleichung

H A

Ho = (. Ty )e=Ev (28)
mit =292~ 4,0 < A und ¢ = [u(z),v(x)]”, und eine Grenze zwischen einem
Metall und einem Supraleiter. Die Losungen im Metall besitzen die Form (s. Blatt 10)

]- 1kix 0 ikjx
vla) = (). v = () )e=e, (29)
k(E) = v/ (2m/h2)(E + p), k(E) = £/ @m/R)(~E +p)  (30)
und in einem Supraleiter sind es
([ Uo tigix _ (Yo +iqex
dlw) = (0 ), dal) = (0 )= (31)

a(E) =/ @m/R)[u + (B2 = A2, g () = \/ (2m/W2)u — (2 — AV, (32)

Hier sind ug und vy komplexe Konstanten. Zur Unterscheidbarkeit wird £ fiir das Metall
und ¢ fiir den Supraleiter verwendet. Die Dispersionsrelation ist gegeben durch

EMetall - \/[th2/2m - :u] ? ESupral. - \/[h2q2/2m - :u] ? + AQ: (33>
wobei wir £ > 0 betrachten. Es sei zudem A < pu.




a) Zeigen Sie, dass der Strom j = [((O,u")u — w*Oyu) — ((O;v*)v — v*8,v)] die
Kontinuitétsgleichung d;p + 0,5 = 0 erfiillt, wobei p = ¢T1.

b) Normieren Sie Zusténde in der Aufgabenstellung so, dass |j|=1 gilt.

c¢) Die Geschwindigkeit eines Teilchens mit Dispersionrelation E(k) ist gegeben durch
v(k)=10xE(k). Teilchen mit v(k) >0 bewegen sich nach rechts, solche mit v(k) <0
nach links. Verwenden Sie die oben angegebenen Dispersionsrelationen um zu zei-
gen, dass sowohl im normalen Metall als auch im Supraleiter fiir Teilchen Wellen-
vektor und Geschwindigkeit das gleiche Vorzeichen haben, wéhrend es fiir Ldcher
genau umgekehrt ist. Betrachten Sie den Fall £ > A. Was passiert bei £ < A?

d) Nun betrachten wir das erwéihnte Streuproblem: bei z < 0 haben wir ein normales
Metall, bei x > 0 einen Supraleiter. Wir beschrdnken uns auf den Fall £ = 0,
in welchem alle Wellenvektoren gerade der Fermiwellenvektor kr sind. Betrachten
Sie hierzu den Fall, dass ein im normalen Metall nach rechts einlaufendes Teilchen
sowohl als Teilchen ry; als auch als Loch ry, reflektiert werden kann (dann also nach
links lauft) und sowohl als Teilchen ¢;; als auch als Loch t; transmittiert werden
kann (also weiter nach rechts lauft). Wir verwenden den Ansatz

1 , 1 . 0 ,
1< )eJrlkF:c + Ttt( >ef’LkF'£E + rt(( >e+zkpm, <0
m 0 0 1
Y(x) = PR ” “ :
F 1 ikpx 1 —tkpx
(e s (D)o w0
T Teol? \ g e U ool? “ e x
(34)
mit den auf |j| = 1 normierten Wellenfunktionen. Begriinden Sie mit dem Vor-

zeichen der vorher berechneten Geschwindigkeit, weshalb wir nur 5 der mogli-
chen 8 allgemeinen Losungen verwenden sollten. Bestimmen Sie die Koeffizienten
i, teo, i, oo diese durch Verwendung der Stetigkeitsbedingung der Wellenfunktion
und ihrer Ableitung bei x = 0. Kénnen Sie erklédren, weshalb r,; = 0 ist?

Losungsskizze:

a) Zunichst iiberzeugt man sich, dass

h
0,j = 3 -((02u"yu — w'u) — (J20")o = v"O20)]. (35)
Dann verwenden wir die zeitabhéngige Schrodingegrleichung ¢hdyp = Hip und
—ihdyt = (Hy)" und erhalten damit

APt = (9" + 1o (36)
= ;—:L((]:Iu*)u —uw*Hu — (Hv*)v + v*Hv) (37)
= (02" 3R — (00" — ' 0R0)] (39)

und die Kontinuitédtsgleichung ist erfiillt. Die Bedeutung des Minuszeichens zwi-
schen den beiden Beitrdgen liegt in der Tatsache begriindet, dass Teilchen und
Locher genau entgegengestzte Ladung besitzen.



b) Wir finden die korrekt normierten Zustdnde im normalen Metall

o) = [ (0)e=e, vula) = [ ()t (39)

und im Supraleiter

m 1 <uo) tigix m 1 (u0> ige
N fm_ et r) =) €
Uy(x) 1gs \/Tuo 2 — [u]? \ 0 Ve(z) hge \/|ug|? — |v[* \ Vo

(40)
¢) Im normalen Metall erhalten wir
1 h%k?/2m —
(k) = ﬁﬁk\/[hsz/Zm _P = 22/ 2m — g (41)

E\/[h2k2/2m — ;1,}2

Fiir Teilchen ist A%k%*/2m — u = E > 0, somit ist v parallel zu k, fiir Locher ist
R2k?/2m — p = —F < 0, somit ist v antiparallel zu k
Analog sieht man im Supraleiter

(k) = %ak\/ 2k2/2m — ) + A2 = K 22/ 2m — g (42)

MR f2m = ) 4 A2

fiir Teilchen ist h?k%/2m — p = +v/E? — A2 > 0, somit ist v parallel zu k, fiir
Locher ist A%k%/2m — u = —v/E?2 — A? < 0, somit ist v antiparallel zu k. Fiir
den Fall A > FE erhilt man evaneszente Wellen, sowohl Geschwindigkeit als auch
Wellenvektor sind also komplex.

d) Wegen E = 0 setzten wir alle Impulse auf k.. Wir haben gesehen, dass Teilchen
und Locher sich bei gleichem Impulsvorzeichen genau in entgegengesetzte Richtung
bewegen. Somit bewegen sich nach rechts im normalen Metall

lz) = %@eﬂm, W):%(g)e_m )

und im Supraleiter

() =

uo>6+ik”a Ye(z) =

( (2 >€—ikpcr:
|[uo|? — |vo]? \ Vo

|[uo|? — |vo|? <“0
(44)

Alle anderen Losungen bewegen sich entsprechend nach links und der gesuchte
Streuzustand hat die Form in Gl. (34) Zusammen mit der Stetigkeit der Ableitung
erhélt man 4 lineare Gleichungen zur Bestimmung der vier Koeffizienten. Diese
kann man auf die Form

1 0 — 20 — ]
\/\u0|2*\vo|2 \/luol2*|v0|2 - 1
O _ Vo _ uQ
/ol —|vol? V/luo|2—Jvo 2 Tw | _ 0 (45)
_1 O - \/‘u0|207‘vo|2 +\/|u0|207‘vo‘2 ttt _].
0 1 V0 ug ttf 0

- +
V/luo|2—|vo /o2 —[vo



bringen und erhélt die Losung

Tt 0
T'te f_a%
Lit — | VIuwolP—lwl? | (46)
127 16)

Wir sehen also, dass Teilchen ausschliellich als Locher reflektiert werden. Dies wird
als Andreev(retro)reflexion bezeichnet. Der Grund hierfiir ist, dass wir bereits ge-
schen haben, dass fiir £ < A Teilchenzustdnde (und Lochzustidnde) im Supraleiter
exponentiell gedampft sind, also nicht wirklich existieren kénnen. Tatséchlich sind
die wohldefinierten Zusténde im Supraleiter solche, die aus zwei Teilchen bestehen.
Um die Stromerhaltung an der Grensflache zu gewéhrleisten, miissen Elektronen
also als Locher reflektiert werden und ein Strom von zwei Elementarladungen flieft
von links nach rechts.



