Moderne Theoretische Physik I
Grundlagen der Quantenmechanik

Blatt 10

Prof. A. Metelmann
S. Bohling, L. Orr, V. Stangier
Karlsruher Institut fiir Technologie (KIT)
Abgabe bis: 07.07.2023, 14:00 Uhr

Das Ubungsblatt wird in Gruppen von maximal 3 Personen bearbeitet. Die Abgabe erfolgt digital
iiber ILTAS.

Aufgabe 1. Angular Momentum Commutation Relations (6 Punkte)

The angular momentum operator L = (ﬁz,f/y,ﬁz) is defined in a 3-D Cartesian coordinate system as the cross
product between the position vector x = (&, g, £) and the momentum vector p = (pz, Py, P-), 50 L = X X p.

1. (3 Punkte) Show that the angular momentum operators obey the following commutation relation:
+1, if {igk} = {123}, {312}, {231}

[Li, L] = ihejuly  where e, = { —1, if {ijk} = {132}, {213}, {321} (1)
0, if any two indices are equal,

where we define x = 1,y = 2, and z = 3. €, is called the Levi-Civita symbol, and from the above definition
we can see that it is +1 for an even permutation of the indices {ijk}, and —1 for an odd permutation of the
indices.

2. (3 Punkte) Show that the operator L+ L = L? = L2 + L2 + L? commutes with all of the individual components
of L.
Losung Aufgabe 1.

1. For this problem it is eaisest to write (f)x,ﬁy,ﬁz) = (ﬁl,ﬁg,ﬁg), (%,9,2) = (&1,22,23), and (Pg, Py, P2) =
(p1, P2, P3). Using the cross-product definition we can write:

Ly = @opy — Z3pp Lo =dapy — 13 La = &1po — 21

We know that for identical indices the commutator will be zero, [f/k, ﬁk] = 0, which just follows by the definition
of the commutator.

(L1, Lo) = [#2p3 — E3pa, #3p1 — Z1P3] = #olps, £3]p1 + [£3, Palpads = ih(—Fap1 + Pod1) = ihLs

It follows from the definition of the commutator that [ﬁg, ﬁl] = —[ﬁl, ﬁg] = —ihLs. From here, we can either
argue that because the labels {1,2, 3} are arbitrary, that any even permutation must give +ih and every odd
permutation —ih and be done. We could also just calculate the remaining commutators explicitly:

[.EQ, .izg] = thzl = [Eg,f@] = 7Z.ﬁf/1 and [.izg, .i/l] = ZhiQ = [f/l,fzg] = 7Z.hi-/2.

Putting all of these cases together, we can then write [L, f/j] = ihqjkﬁh where €;;, is defined above in the
problem. An interesting result of these commutation relations is that L x L = ¢AL.



2. This question just requires use of well known commutator identities. We will work out one commutator explicitly
here:
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The other two commutators, [L?, Ly] = 0 and [L?, L] = 0, can be worked out in a similar manner.

Aufgabe 2. Bahndrehimpuls (6 Punkte)

1. (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die Komponenten des Drehimpulsoperators in Kugelkoordinaten x = r sin 6 cos ¢,
y =rsinfsin¢ und z = rcos mit r = /22 + y2 + 22 gegeben sind durch

A h cos ¢
L, =~ —singdy — 19) 2
. h sin ¢
L, = - —
v = (COS POy tan98¢> (3)
A h
i
wobei 0y = a% und 0y = %. Verwenden Sie hierfiir, dass der Gradient in Kugelkoordinaten gegeben ist durch
V—A8+A18+A ! 0 (5)
- e eer 0 ed’rsinﬂ ¢
mit den Einheitsvektoren
é, = sin 6 cos ¢&, + sin f sin p&, + cos fé, (6)
&9 = cos 0 cos p&, + cos B sin pé, — sinhé, (7)
&4 = —sin ¢, + cos ¢e,,. (8)
2. (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die Wellenfunktion
2
Y(r)=N(z+y+2z)e 2 (9)
eine Eigenfunktion des Operators L2 ist, wobei
i2— p2 (24—t o2y #ae (10)
7 gin20 " tang ')’

Die Wirkung von L2 auf seine Eigenfunktionen ist gegeben durch
L2 () = LI+ 1) v (). (11)

Bestimmen Sie [ € Ng.

3. (2 Punkte) Wie lautet der Erwartungswert (L) fiir diese Wellenfunktion? Driicken Sie den winkelabhingigen
Teil der Wellenfunktion durch Kugelflichenfunktionen aus. Die Wirkung von L. auf Kugelflachenfunktionen
ist dann gegeben durch R

LY"(0,¢) = hmY;" (0, ¢) (12)



Losung Aufgabe 2.
1. Die Einheitsvektoren spannen ein rechtshéndiges orthogonales Koordinatensystem auf. Somit gilt:
ér X ég = é¢
ég X é¢ = ér
€4 X €. =8
Fiir den Drehimpuls gilt damit

L=rxp
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_h . cos ¢ R sin ¢ R «
== {(— sin ¢dy — tan98¢) €, (cos @0y — ‘w1198¢) ey + 8¢ez} .
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= —ré, X <ér87« +é9—0p + &4 8¢>
T

2. Die Wellenfunktion ausgedriickt in Kugelkoordinaten lautet

2

Y (r,0,¢0) = Nr(sinf cos ¢ + sin 0 sin ¢ + 2 cos 9)6_27.
L2 auf den winkelabhiingigen Teil von ¥ (r) angewandt ist
D3 (sin 0 cos ¢ + sin O sin ¢ + 2 cos §) = —(sin f cos ¢ + sin § sin ¢ + 2 cos 0)

1 .
mai(sinﬂcomb +sinfsing + 2cosf) = —W
cos? 0 cos? 0

- Ccos p — —
sin § s

inf

Op(sinf cos ¢ + sinfsing 4+ 2cos ) = — <— sin ¢ + 20059)

tan 6

bzw. auf 1(r)

L24(r, 0, ¢) = L2Nr(sin 6 cos ¢ + sin 0 sin ¢ + 2 cos f)e ™ o
= 212 Nr(sin 0 cos ¢ + sin O sin ¢ + 2 cos f)e ™ o2
Somit ist {(I + 1) = 2 und damit [ = 1.

3. Mit einer passenden Tabelle (z.B. Wikipedia, etc) findet man, dass sich die trigonometrischen Funktionen durch
Kugelflachenfunktionen mit [ = 1 ausdriicken lassen

sinf cos ¢ = 2% (Y1_1(97 ¢) - Y{'(0,9))

sin fsin ¢ = 2\/? (Y7 1(0,9) +Y{'(6,9))

cosf = 2\/§Y10(97 ?).

Somit findet man fir die Wellenfunktion

¥(r,0,¢) = Nr <\/? [(1+0)Y'(0,0) + (i — 1)Y](0,9)] + 4\/§Y10(9,¢)> el
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|



Den Erwartungswert (L) bestimmt sich mit L.Y;™(6, ¢) = mY;™ (6, ¢) und der Orthogonalitiit der Kugelfifichen-
funktionen zu

= [rar [ a00 (6.6)L.0(n6.6)
—h/ Par [ a0 (BN 0.0 - AP 6,07 ) rive

Aufgabe 3. (6 Punkte)

In der Vorlesung haben Sie den allgemeinen Drehimpulsoperator kennengelernt. Sie haben dort auch Leiteroperatoren
J+ = Jp £ iJy definiert, die uns dhnlich wie Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren einen Zustand hoher oder
niedriger bringen.

1. (2 Punkte) Berechnen Sie die Varianz der Komponenten J, und jy fiir einen Zustand |jm). In welchem Zustand
|jm) mit einem gegebenen j besitzen diese Varianzen ihr Minimum und wie grof ist diese minimale Varianz?

2. (4 Punkte) Beweisen Sie durch vollstdndige Induktion:

@ lim =y oa s (G) U (13)
j —m)! NANAN
o) lim) =g (35 ) -9 (14)

Losung Aufgabe 3.
1. Wir definieren die Varianzen und berechnen die Erwartunswerte der Drehimpulsoperatoren:
( =(J2) —(J)*  mit (..) = (Gm]...|jm)
< 7))
1
= (J++J ) Jyzzﬂh—Jf)

»)?
Ty)?
T

(jm| Jx |jm) = Wy (j+1)—m(mE1)(jm|jm+1) =0
——

(Jr) =0 = (o) =(Jy) =0

Jetzt die quadrierten Operatoren:
1
J? = Z(Ji + I T J )
1
Iy = —E(Ji +JE T J —J )

Wie oben koénnen wir zeigen:

(J2)=0 = (J2)={(J2)= % (Jpd_+J_Jy)



Aus der Vorlesung wissen wir, dass:
JyJ_ =3 —J%+hJ.
J_Jy =3 —J?—hJ,
= JyJ+J J =2J%-J?)

= (72) = (72) = SR + 1) —m?)

1
= AJ, = AJ, = h\/2(j(j 1) —m?)
Das Minimum findne wir fiir m = 47, also Zusténde |jj) und |j — j) mit

J

2. (a) Wir setzen m = j — 2 mit x = 0,1,2,3,...,25. Dann bleibt zu beweisen:

(25)!!

(Jo)"1jg) = h* 2 - )IJJ—$>

Wir benutzen vollstandige Induktion. z = 1:

J_1jj) = h/25 15 — 1)

Induktionsschluss von z auf x + 1:

() 1) = B (zﬁj]ﬂ'x'),J 35— )

||
:hﬂ(z] L h\/ )jj—x—-1)

_ gt (2))!(z +1)!

(b) Wir setzen m = —j + 2 mit x = 0,1,2, ..., 2j und haben dann zu zeigen, dass

29\ el
(g — gy = b [ 2

(2j —x)
Wir benutzen wieder vollstandige Induktion. x = 1:
Jili= i) =hv2jli=i+1)

Induktionsschluss von z auf x + 1:

(2))x
(27 — )

(2))a!
=h" (2)\at h\/2j—:c (z+D)j—j+z+1)
(2j — 2)!

e [N+
(27 — (z + 1)

(Jp)* T i —j) =" Iyl =g+ )

li—j+z+1)



Aufgabe 4. Hermitesch adjungierter Impulsoperator (2 Punkte)

Wir wissen, dass der Impulsoperator selbstadjungiert ist, also p = pf. Im Ortsraum impliziert dies, dass:

9\ 9\ d aN' o
—th— | =ih| — | = —ih— d dah — | =—=. 15
( ! 690) ! (8x> Moy MHC AR (890) Ox (15)
Sie sehen also, dass die Adjungierte nicht equivalent zur komplex Konjugierten ist, wenn wir Differentialoperatoren
behandeln. Thr Ziel in diesem Problem ist es zu zeigen, dass ((%)Jr = —a%. Sie konnen dies tun, indem Sie die

Definition der Adjungierten eines Operators, namlich <¢|A1/)> = (A‘ngbh/)) benutzen (partielle Integration kann hier
hilfreich sein).

Losung Aufgabe 4.

This problem is solved by representing the inner product as an integral, then using integration by parts. We integrate
over the entire physical space, which will denote [a, b]. We must argue that the boundary term for the wavefunctions

P(x) = (z|yY) and ¢*(x) = (¢p|z) disappear for the interval of integration, so ¢*(x)y(x) : = 0. If the interval [a, D]

covers the entire reals, then we must have lim,_, 1, ¥(z) = 0 to ensure that the wavefunctions are square-integrable

and hence the boundary term will be zero. If [a,b] is finite due to an infinite potential well, then we must have

Y(a) = 1(b) = 0 due to the boundary conditions from the potential and so the boundary terms must go to zero

here. If the space is periodic, then the wavefunctions must be periodic, ¥(a) = ¥(b) and ¢(a) = ¢(b), and hence the
a

boundary term must also be zero here, ¢*(a)y(a) — ¢*(b)1(b) = 0. So we can be sure that ¢* (x)w(x)‘b = 0. We

define the differential operator as D, so the goal is to find Dt. So we can write:
R @ o
o) = [0 (o)) as
a a 0
— (@) - [ (o) v o)

a a .
= [ (- guotar ) vt o
= (D¢|yp) by definition.

By definition we also have:

Dot = [ (Zow) v = [ <[§x} T ¢*(9:)> v(x)dr,

/b“ (—aa:ﬂdﬁ(x)*) P(x)de = /ba ([;x]de*(x)) o(z) d.

. . o' o
So, the adjoint of the differential operator must be Dt = —D. and therefore (8&6) =~

and therefore



