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Aufgabe 1. Wigner-Eckart Theorem (12 Punkte)

In dieser Aufgabe betrachten wir ein Teilchen mit einem Drehmoment j = 1 in einem magnetischen Feld B =
Bysinfcosfcosp. Dieses Problem ist eine Anwendung des Wigner-Eckart Theorems fiir die Berechnung von
Ubergangselementen. Wir erinnern uns, dass das Wigner-Eckart Theorem uns erlaubt die Matrixelemente von
sphérischen Tensoroperatoren als Produkt von Clebsch-Gordan Koeffizienten und einem ”reduzierten Matrixele-
ment”, das nur vom Gesamtdrehimpuls abhéngt, zu formulieren:

G /| TP jm) = Gmkq|j'm') G| T |5 (1)

Da das reduzierte Matrixelement (j || T®*) || j') weder von den Werten von m oder m’ noch von der Ordnung des
spharischen Tensoroperators ¢ abhéangt, miissen wir es lediglich ein Mal ausrechnen, wobei wir mit Konstanten j und
j' arbeiten. Vollstandigkeitshalber erinnern wir uns, dass (j' m’ k¢|jm) die Clebsch-Gordan Koeflizienten sind.

1. (3 Punkte) Ein sphéarischer Tensoroperator mit Rang & und Ordnung ¢ erfiillt die folgenden Kommutatorrela-
tionen mit Drehimpulsoperatoren:

[T, T®) = hgT® [, T = h/(k F q)(k £q + 1T %) (2)

Da die Ordnung des sphérischen Tensors den Rang nicht tiberschreiten kann, miissen folgende Kommutatoren

verschwinden: A R
J, T =0 and [J_, 7" =0. (3)

Das magnetische Feld B ist die Summe von zwei sphérischen Tensoroperatoren mit Ordnung ¢ = £1. Benutzen
Sie diese Kommutatorrelationen um den Rang und die expliziten Ausdriicke fiir die beiden sphérischen Tensoren
zu erhalten.

2. (4 Punkte) Wir betrachten zuerst Ubergiinge von einem anféinglichen Drehimpuls j = 1 nach j’ = 1. Welche
Ubergiinge sind hier fiir die moglichen Anfangszustéinde |jm) = |1 —1),]10),]11) erlaubt und was sind die
zugehorigen Ubergangselemente?

3. (5 Punkte) Ist ein Ubergang von einem Drehimpuls von j = 1 zu einem Drehimpuls von j° = 2 moglich? Und
zu einem Drehimpuls j' = 3?7 Falls ja, geben Sie alle erlaubten Ubergénge an sowie deren Ubergangselemente.
Aufgabe 2. Teilchen im dreidimensionalen Potentialtopf (8 Punkte)

Der Hamiltonian eines Teilchens in einem dreidimensionalen kugelsymmetrischen Potentialtopf ist gegeben durch
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mit einem kugelsymmetrischen Potential V(r) und p, = —ih%%r. Dies lasst sich immer durch einen Produktansatz
der Form

P(r) = R(r)Yim (0, ¢) (5)

1sen, wobei Y;,,, die Kugelflichenfunktionen sind, fiir die L2Y,, = h2l(l 4+ 1)Y,, gilt. Hiermit erhélt man fiir den
Radialanteil R(r) die effektiv eindimensionale Bestimmungsgleichung
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mit Vog(r) = V(r) + A2l +1)/(2mr?). In dieser Aufgabe betrachten wir einen endlichen, dreidimensionalen Poten-

tialtopf, also
Uy, r<a
V(r)= 7
(r) {0, r>a @

und suchen gebundene Zustdnde mit —Uy < E < 0.

1. (1 Punkt) Der Hamilton-Operator in Gl. [6enthilt normalerweise erste und zweite Ableitungen der Funktionen
R(r). Machen Sie den Anatz R(r) = u(r)r® und wahlen Sie « so, dass die erste Ableitung verschwindet.

2. (3 Punkte) Bestimmen Sie aus Gl. [6|die Differentialgleichung fiir u(r) und l6sen Sie diese fiir [ = 0 in den beiden
Bereichen r > a und r < a. Wie hangen die Losungen jeweils von der Energie E' ab? Hinweds: Berticksichtigen
Sie, dass die gesuchte Losung R(r) in r = 0 endlich sein muss und fiir » — oo verschwinden muss.

3. (1 Punkt) Bei r = a miissen u(r) und die Ableitung u/(r) stetig sein. Notieren Sie beide Stetigkeitsbedingungen
und bilden Sie deren Quotienten (die "logarithmische Ableitung’) um die erlaubten gebundenen Energieniveaus
zu finden.

4. (3 Punkte) Finden Sie das niedrigste Energieniveau indem Sie die obige Bedingung auf die Form

. h?
Sln(ka) =+ mk’a (8)

bringen und diskutieren Sie, wann diese Gleichung nicht-triviale Losungen hat. Gibt es fiir jedes Uy einen
gebundenen Zustand? Hinweis: Driicken Sie den Impuls im Bereich r > a durch den Impuls im Bereich
r < a aus und verwenden Sie V1 — 22 /x = cot (arcsin(z)). Beriicksichtigen Sie auch, dass aus der vorherigen
Teilaufgabe eine zusétzliche Bedingung an das Vorzeichen von cot(ka) folgt.



