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1. Zeitabhingige Storung (10 Punkte)

Der Hamiltonoperator eines eindimensionalen harmonischen Oszillators lautet
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Zudem wirke eine zeitabhiingige Storung V (t) mit
V(t) = \W2mhw3 z et/ (2)

wobei A < 1 und 7 > 0 eine Zeitskala ist. Der gesamte Hamiltonoperator laute also
H(t) = Ho + V(t). Fiir t - —oo befinde sich das System im Grundzustand (n = 0).

a) Bestimmen Sie in Stérungstheorie erster Ordnung in A die Wahrscheinlichkeit, dass
das System fiir ¢ — +o00 in den ersten angeregten Zustand (n = 1) iibergeht. (6
Punkte)

b) Bestimmen Sie in Stérungstheorie zweiter Ordnung in A die Wahrscheinlichkeit,
dass das System fiir t — 400 in den zweiten angeregten Zustand (n = 2) iibergeht.
(4 Punkte)

Hinweis: Es ist niitzlich, den Hamiltonoperator durch Auf- und Absteigeoperatoren,
al = /B2 (x — -Lp), a = /T2 (z + -Lp), auszudriicken.

Loésungsvorschlag
a) Wir bezeichnen mit |n),n = 0,1,2,... die Energieeigenzustinde von Hjy mit

Hy |n) = hw(n+1/2)|n). Esist [¢(t = —o0)) = |0). In erster Ordnung zeitabhéngi-
ger Storungstheorie, lautet der Zustand im Wechselwirkungsbild zur Zeit ¢

ey = (11 [ avien) o) ®)

mit
Vi(t) = eiHot/hV(t)e—iHot/h' (4)
Wir nutzen im Folgenden
6—1’H0t/h \n) _ 6—iw(n+1/2)t |n> (5)
sowie
z=\5 — (a' +a) (6)

mit den Leiteroperatoren a und af, die wie folgt wirken

aln) =+vnin—-1), an)=vn+1ln+1). (7)



Wir finden damit
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Also gilt
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Die Wahrscheinlichkeit, das System fiir ¢ — oo im ersten angeregten Zustand
vorzufinden, lautet damit
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Poo = {Ur(t = 00)) = 4N s (11)

b) In der Dyson-Reihe, die uns den Zustand im Wechselwirkungsbild zur Zeit ¢ liefert,
beriicksichtigen wir nun zusétzlich den Term zweiter Ordnung

r(8)) = T exp <—;/t a vf(t')> 10) (12)
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Wir wissen aus Aufgabenteil a) bereits, dass der Term erster Ordnung o |1) ist
und damit zu dem Ubergang in den Zustand |2) keinen Beitrag liefert. Es ist dann
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——)\ZwZ/ g eIt /T/ dt" e~ I0IT (9] giHot 1 gt g=iHot [l giHot" [hot o=iHot" /1 o)

wobei wir fiir z jeweils nur die Aufsteigeoperatoren beriicksichtigen miissen, um
ein endliches Skalarprodukt zu erhalten. Wiederholtes Anwenden der in a) bespro-
chenen Beziehungen liefert dann
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und die Ubergangswahrscheinlichkeit lautet folglich
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Posa = |(2101(t — 00))|* = 8/\4m'

(19)



2. Dirac-Gleichung (10 Punkte)
Die Dirac-Gleichung ist gegeben durch

(ihy" 0y — me)¥ =0 (20)
mit den vier Dirac-Matrizen v#, die die folgende Algebra erfiillen

{v*,7"} = 29" (21)
gt ist die Minkowski-Metrik.

a) Zeigen Sie, dass jede Losung ¥ der Dirac-Gleichung auch eine Losung der Klein-
Gordon-Gleichung (A?9,0" + m2c?)¥ = 0 ist. (3 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass 9,5/ A mit i = c¥yH~5 W und bestimmen Sie die Propor-
tionalitéitskonstante. Dabei ist ¥ = W40 und v5 = i79914243 erfiillt {y°,4#} = 0.
(3 Punkte)

c) Bestimmen Sie (bis auf Normierungskonstanten) die vier linear unabhéngigen
Losungen der Dirac-Gleichung bei einem gegebenen 3-Impuls p. (4 Punkte)

Loésungsvorschlag

a) Wir multiplizieren die Dirac-Gleichung von links mit dem Operator (—ihvy"0, —
mc), was uns liefert

(—ihy" 0, — mc)(ihy"0y — me)¥ =0 (22)
& (410,00, + m*c*)¥ = 0. (23)
Es ist nun
1
’YV"YMauau = 5(’71/7“ + ’Y“’Yy)avau = gy'uauau = 8“8;17 (24)

wobei wir ausgenutzt haben, dass partielle Ableitungen vertauschen. Oben einge-
setzt folgt direkt die Klein-Gordon-Gleichung.

b) Es gilt v*1 = 499440 sowie 7199 = 1. Folglich liefert die adjungierte Dirac-
Gleichung, wenn wir sie von rechts mit v multiplizieren und eine 1 einfiigen
(i@, %) (17" = mewt) 40 = 0 (25)
& —ihd, Uy" — me¥ = 0. (26)
Fiir die Divergenz des Axialvektorstroms j/; finden wir damit
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die Proportionalitdtskonstante ist also zwei mal die Ruheenergie (geteilt durch h).

¢) In der Dirac-Darstellung ist
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mit den Pauli-Matrizen &. Es ist deshalb niitzlich, den vierkomponentigen Spinor
¥ in zwei zweikomponentige Spinoren aufzuteilen ¥ = (i . Fiir diese liefert die

Dirac-Gleichung dann

{ih@tgo = c(c:f: - P)x + mctp, (29)
7

ihoyx = ¢(d - p)p — me?y,

woraus wir mit dem Ansatz ¢ = gppe_ipf‘m”/ hox = Xpe_ip“x”/ " mit dem 4-Impuls
pt = (E/c,p)" erhalten

'ﬁ)XIN (30)
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Aus der zweiten Gleichung folgt x, = (& - p)p,/(E + mc?). Unter Ausnutzen von
(G- P)(F - p) = p? sehen wir, dass die erste Gleichung damit fiir die relativistische
Energie-Impuls-Beziehung E? = 252 + m2c* identisch erfiillt ist. Insbesondere
sehen wir, dass wir sowohl bei der Energie E als auch bei —F eine Losung finden.
Die allgemeine Losung lautet dann

“p
U = Ne~ e’/ (31)
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mit einer Normierungskonstanten N. Der zwei-komponentige Spinor ¢, ist hier
frei wihlbar, was zusammen mit der Freiheit in der Wahl des Vorzeichens von E
vier linear unabhéngige Losungen ergibt.



3. Kanonische Zustandssumme (10 Punkte)

Wir betrachten ein System mit drei moéglichen Ein-Teilchen-Zusténden. Die Energien
der Ein-Teilchen-Zustéinde seien Spin-unabhingig und gegeben durch e = 3 = 0
sowie e3 = A. Wir platzieren nun zwei (ununterscheidbare) Spin-%-Fermionen in dieses
System.

a) Bestimmen Sie die kanonische Zustandssumme. Beriicksichtigen Sie dabei auch die
Spin-Entartung. (6 Punkte)

b) Bestimmen Sie die Entropie S(7") des Systems sowie den Erwartungswert der Ener-
gie U(T) als Funktion der Temperatur 7. Geben Sie jeweils die Grenzwerte fiir
T — 0 sowie T'— oo an. (4 Punkte)

Loésungsvorschlag

a) Jedes der Teilchen hat zwei mogliche Spin-Projektionen. Effektiv haben wir also
6 Zusténde (4 davon mit Energie 0, 2 mit Energie A) auf die wir die 2 Teilchen
verteilen miissen. Die Gesamtenergie ist die Summe der Ein-Teilchen-Energien.
Da es sich um Fermionen handelt, diirfen sie allerdings nicht den gleichen Zustand
besetzen.

Wie viele Zwei-Teilchen-Zusténde gibt es also insgesamt? Das erste Teilchen ist
in einem von 6 Zustédnden, das zweite in einem der iibrigen 5. Da die Teilchen
ununterscheidbar sind und die Reihenfolge damit egal ist, teilen wir noch durch 2

und erhalten somit 6-5/2 = <g> = 15 Zwei-Teilchen-Zusténde.

Nach der gleichen Logik gibt es 4-3/2 = 6 Zwei-Teilchen-Zusténde mit der Energie
Ey = 0, nur einen mit der Energie Fy = 2A und folglich 15 — 6 — 1 = 8 Zusténde
mit der Energie F; = A. Die kanonische Zustandssumme lautet damit

Z =Y e =648e % 4202 (32)
A

b) Die freie Energie ergibt sich aus
F(T) = —~kgTnZ = —kpTln (6 8 PA 4 e_mA) (33)

und daraus finden wir die Entropie mittels

OF 2A e BA 4 o264
- . —BA | —28A
S(T)_—a—T_kBln (6+8€ +e )+ T 6+ 80 FA 1 o295 (34)

S(T — 0) =kpln(6), S(T'— )= kpln(15). (35)
Der Erwartungswert der Energie ist die innere Energie mit

4e=BA 4 =284
6+ 8e=FA 4 e7264°

U(T)=F+TS =2A (36)

Die gesuchten Grenzwerte lauten

UT = 0)=0, U(T — o) = %. (37)



4. Bose-Einstein-Kondensation (10 Punkte)

Wir betrachten nicht-wechselwirkende Bosonen im 3-dimensionalen Volumen V' mit der
Dispersionsrelation ¢(p’) = a|p|® (o, k > 0) bei einer Temperatur 7" > 0.

a)
b)

Berechnen Sie die Zustandsdichte v(g). (3 Punkte)

Geben Sie mithilfe der Zustandsdichte einen Ausdruck fiir die Teilchenzahldichte
n(T,V,u) an und bestimmen Sie damit die Werte von k, fiir die bei niedrigen
Temperaturen Bose-Einstein-Kondensation stattfindet. (7 Punkte)

Hinweis: Die auftretenden Integrale brauchen Sie dafiir nicht explizit zu 16sen.

Loésungsvorschlag

a)

Die Zustandsdichte lautet

d3p L1 > 9 .
W) = [ Gt =) = 5o || dorie—on) 69
1 00 C3/H—1 1 g3/s—1
-~ 2m2h3 /0 d Kad/k oe=0= 21203 Kkad/s’ (39)

wobei wir die Substitution ¢ = ap”™ durchgefithrt haben.

Die Teilchenzahldichte lisst sich mithilfe der Bose-Verteilung np(e) wie folgt aus-
driicken
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n(T,‘/,M):nO‘f—/O d&V(€)nB(€):n0+WW/O d&m, (40)

wobei ng = (e #* — 1)~! die Grundzustandsbesetzung ist.

Fiir kleiner werdende Temperaturen bei festem n wéchst p und damit der Inte-
gralausdruck. Allerdings ist p nach oben durch die kleinste Ein-Teilchen-Energie
beschrinkt. Bose-Einstein-Kondensation liegt vor, wenn das Integral im Limes
1 — emin = 0 konvergiert, also keine beliebig hohe Teilchenzahldichte bei endli-
chen Energien zuldsst, sodass unterhalb einer kritischen Temperatur T, eine ma-
kroskopische Besetzung des Grundzustands stattfinden muss. Dies ist hier genau
dann der Fall, wenn x < 3, da fiir ¢ — 0 und g = 0 der Integrand proportional ist
zu €3/52 Das Integral konvergiert also, solange

3
2_2>-1 & k<3 (41)
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