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1. Zeitabhingige Storung (10 Punkte)

Der ungestoérte Hamiltonoperator eines Drei-Niveau-Systems in seiner Eigenbasis sei
gegeben durch
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Zum Zeitpunkt ¢t = — - werde eine Stérung V' (t) ein- und zum Zeitpunkt ¢ = 5 wieder
ausgeschaltet, wobei
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0, sonst,

mit d1, 2 < 1. Der gesamte Hamiltonoperator laute also H (t) = Ho+V (t). Fiir t - —oo
befinde sich das System im Grundzustand.

a) Bestimmen Sie in Stérungstheorie erster Ordnung die Wahrscheinlichkeit, dass das
System fiir ¢ — +o00 in den energetisch héchsten Zustand iibergeht. (6 Punkte)

b) Bestimmen Sie in Stoérungstheorie zweiter Ordnung die Wahrscheinlichkeit, dass
das System fiir ¢ — 400 in den energetisch mittleren Zustand iibergeht. (4 Punk-
te)

Loésungsvorschlag
a) Wir bezeichnen die drei Eigenzustinde mit 1) = (1,0,0)7, [2) = (0,1,0)T, |3) =

(0,0,1)T. Bs ist |¢(t — —00)) = [1). In erster Ordnung zeitabhingiger Stérungs-
theorie, lautet der Zustand im Wechselwirkungsbild zur Zeit ¢

ey = (11 [ avier) m ®

mit
Vi(t) = e Hot/hy (1)e=iHot/h, (4)
Es gilt folglich
/2w
e o0y = 1) i [ g, (5)



wobei wir mit V die Matrix in Gl. (2) bezeichnen, und damit
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Die Ubergangswahrscheinlichkeit ergibt sich also zu Py_,3 ~ | (3|47 (t — 00)) |> =
15,

In der Dyson-Reihe, die uns den Zustand im Wechselwirkungsbild zur Zeit t liefert,
beriicksichtigen wir nun zusétzlich den Term zweiter Ordnung

t

ort) =T (~5 [ arvie)) ©

~ (1 _ ;/_OO dt vi(t') — hl?/_oo dt’/_oo dt”VI(t’)V](t”)> . )

Wir wissen aus Aufgabenteil a) bereits, dass der Term erster Ordnung o |3) ist
und damit zu dem Ubergang in den Zustand |2) keinen Beitrag liefert.

Es ist dann
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und damit lautet die gesuchte Wahrscheinlichkeit Py =~ | (2[17(t — o)) |? =
4 2
5(0102)°.



2. Dirac-Gleichung (10 Punkte)

Wir betrachten ein Teilchen mit Ladung ¢ im elektromagnetischen Feld A*, das be-
schrieben wird durch die Dirac-Gleichung

[fy“(ih@u - %Au) —me| ¥ =0. (13)

Die vier Dirac-Matrizen * erfiillen folgende Algebra
{v,7"} =2¢". (14)
g™ ist die Minkowski-Metrik. Zudem gilt (y#)t = 494440,
a) Essei ¥ = ¥l Welcher Gleichung geniigt ¥? (2 Punkte)
b) Berechnen Sie 9,,j* sowie 9,5 fiir die Strome j# = cUy*¥ und jY = ¥yl 0.
Dabei erfiillt 5 = iy°v'y2+? die Bezichung {v5,7"} = 0. (4 Punkte)
c) Zeigen Sie, dass ¥¢ = UoU* die Dirac-Gleichung mit entgegengesetztem Vorzei-

chen der Ladung ¢ — —q erfiillt. Dabei geniigt die unitéire Matrix Ugo der Relation
Uc(y*)*Ug' = —*. (4 Punkte)

Loésungsvorschlag

a) Wir adjungieren die Dirac-Gleichung, multiplizieren sie von rechts mit 7° und
fligen an zwei Stellen eine 1 ein,

(=in(0.01) (10900 = L4, 01 (050 () = mewT) 10 =0 (15)
& —ihd, Uyt — %A#\Tﬁy“ —me¥ = 0. (16)
b) Es ist
gt = (0, W)y + cU~H(9, V). (17)
Aus der Dirac-Gleichung folgt
Yo,V = —%(%’y“A“ + me)V¥, (18)
0, Tyt = %(%Au@w + meb), (19)

und eingesetzt ergibt sich
Dy = % (L4979 + meww — 14,950 — meww) 0. (20)
c c
Entsprechend finden wir
ic
h
2me? -
= ";C Ty 0. (22)

c) Das komplex Konjugierte der Dirac-Gleichung ist

Bt = (gAu‘I”Y“’YB‘I’ + meUys U + %AM\TJ%VMP + mc\il%lll) (21)

[(w)*(—mau - %Au) . mc} U =0 (23)

Wir fiigen eine 1 ein und multiplizieren von links mit Ugx
Uc [(W)*(—ma“ - %Au) - mc} UZ Ul =0 (24)
o [(—’y“)(—ih@u - %A#) - mc} we = [w(ma# n %AH) —me| U =0, (25)

was, wie gefordert, die Dirac-Gleichung ist mit ¢ — —q.



3. Kanonische Zustandssumme (10 Punkte)

Wir betrachten ein System mit zwei moglichen Ein-Teilchen-Zustdnden. Die Energien
der Ein-Teilchen-Zustéinde seien Spin-unabhingig und gegeben durch €; = 0 sowie

g9 =

a)

A. Wir platzieren nun zwei (ununterscheidbare) Spin-1-Bosonen in dieses System.

Bestimmen Sie die kanonische Zustandssumme. Beriicksichtigen Sie dabei auch die
Spin-Entartung. (6 Punkte)

b) Bestimmen Sie den Erwartungswert der Energie U(T") des Systems als Funktion
der Temperatur 7. Geben Sie die Grenzwerte fir T — 0 sowie T — oo an. (4
Punkte)

Loésungsvorschlag

a)

Jedes der Teilchen hat drei mogliche Spin-Projektionen. Effektiv haben wir also 6
Ein-Teilchen-Zusténde (3 davon mit Energie 0, 3 mit Energie A) auf die wir die
2 Teilchen verteilen miissen. Die Gesamtenergie ist die Summe der Ein-Teilchen-
Energien. Da es sich um Bosonen handelt, diirfen sie auch den gleichen Zustand
besetzen.

Wie viele Zwei-Teilchen-Zustidnde gibt es also insgesamt? 6 Zustdnde, bei denen
die Teilchen jeweils den gleichen Ein-Teilchen-Zustand besetzen, plus 6 - 5/2 =
15 Zusténde, in denen sie unterschiedliche Ein-Teilchen-Zusténde besetzen (die 2
kompensiert Doppelzihlungen aufgrund der Ununterscheidbarkeit), also 21 Zwei-
Teilchen-Zusténde insgesamt.

Mit der gleichen Logik sehen wir, dass es jeweils 3 + (3 - 2)/2 = 6 Zustdnde mit
Energie 0 und mit Energie 2A gibt, sodass die iibrigen 9(= 3 - 3) die Energie A
haben. Die kanonische Zustandssumme lautet damit

Z(T)=6+9e P2 4 6e 24, (26)

Zunichst lautet die freie Energie F(T') = —kpT In(Z(T)). Daraus ergibt sich die
Entropie mit S(T') = —0F /0T und die gesuchte innere Energie lautet

9e PA 4 12284

U=F+4+TS=A .
+ 6+9e B2 4 6e 204

(27)

(Bzw. ergibt sich das auch direkt mit U = —9(In Z)/0.) Die Grenzwerte sind

UT —0)=0, U(T— o0)=A. (28)



4. Fermigas in zwei Dimensionen (10 Punkte)

Wir betrachten N > 1 nicht-wechselwirkende Spin—%—Fermionen im 2-dimensionalen
Volumen V mit der Dispersionsrelation () = a|p|? (a > 0).

a) Berechnen Sie die Zustandsdichte v(¢). Bestimmen Sie anschliefend die Fermi-
energie Er sowie die innere Energiedichte Ur—o/V bei der Temperatur 7' = 0 als
Funktion der Teilchendichte n = N/V. (6 Punkte)

b) Geben Sie einen Ausdruck fiir das grofSkanonische Potential Q(T,V, 1) bei einer
beliebigen Temperatur 7' als Integral iiber die Ein-Teilchen-Energien ¢ an und
bestimmen Sie die Entropie S(T,V, ). (4 Punkte)

Bonus: Zeigen Sie, dass Q(T,V,u) = =U(T,V,pn). (4 Bonuspunkte)

Loésungsvorschlag

a) Aus v(e)de = 2p%, wobei der Faktor 2 die Spin-Entartung beriicksichtigt, folgt
mit de/dp = 2ap fiir die Zustandsdichte v(g) = 1/(2rah?).
Die Teilchenzahl l4sst sich nun schreiben als

Er EF
N=V d =V——-s 29
| ave vt (29)
woraus folgt Er = 2rah’n.
Schliefllich finden wir die innere Energiedichte bei T"= 0 mittels
Ep
Ur—/V = / de v(e)e = mah®*n?. (30)
0

b) Das groflkanonische Potential lautet

o0 T 00
T,V p) = —k‘BTV/ dev(e) In(1 + e PEH)) = kpTV / de In(1 + e BE=1).
0 0

" 2rah?
(31)
Die Entropie ergibt sich daraus mit
o0 Q %4 o
S=—-—— =—— 4+ —— de (e — 32
T lvy = T T 2mateT ), %€ #InFE) (32)
mit der Fermi-Funktion ng.
Bonus:
Fiir die innere Energie bei einer beliebigen Temperatur gilt
UT Vi) =V [ dev@enple) = —— [ de—= . (33)
» Vo ) = ; cvie)enp(e = orah? A 614_65(6—;0'
Wir schreiben das Integral im obigen Ausdruck fiir 2 nun als
/ de1-In(1 4 e PE=m) (34)
0
und nutzen partielle Integration, um zu finden
0o oo 0o —Be—Ble—n)
_ ~Ble-m)y — ~Ble—my|™ _ Be
/0 del-In(l+e )=cln(l+e )‘0 /0 d551+eiﬂ(siﬂ) (35)
1 oo
—0+— [ d ° (36)

keT Jo 14 ebem
Oben eingesetzt sehen wir direkt Q = —U.



