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1 Quickies (5 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass die Matrixelemente (I',m/|z|l,m) nur fiir m = m’ von Null verschieden
sind. Dabei sind |I,m) Eigenzustinde von L2 und L.

~ Solution ~

[L,,2z]=0
= (',m|[L,, 2] |l,m) = 0= (m' —m){',m|2]l,m)

Falls m # m/, gilt also (I, m/|z|l,m) =0
o J

-,

(b) Gegeben seien die Vierervektoren a* = (ag,@)’, b* = (bo,b)’. Welche der folgenden
Ausdriicke sind invariant unter rdumlichen Drehungen: (i) @-b, (ii) apbg ? Begriinden Sie
Ihre Antwort.

Solution

Sowohl (i) als auch (ii) sind invariant unter réumlichen Drehungen. Das Skalarprodukt
von @ und b ist invariant unter Drehung des Koordinatensystems und da a,b" ebenfalls
invariant ist, ist auch agby invariant.

(c) Zeigen Sie, dass gilt pp = p?, wobei pH ein Vierervektor ist.

Solution

1
PP =pup" = Soape{n’ 7"} =" (1)

(d) Berechnen Sie die Spur Tr(y*+").

Solution

v 1 17 v 1 17 174 174
Te(y"y") = 5Tr(v"9" +979") = STr({n",77}) = g Tr(Lu) = 4¢" (2)




(e) Berechnen Sie den Kommutator [0, Y] mit o, = v, 1]

~ Solution ~

[Uuuv ’Yw} = %('YM’YV%J — YV Yo = Y Y Yo + ’Yw’YV’Yu)

1
= ) ('7;1{71/, Y} — YV Yv — '71/{'7#7 Yo} + T YwVp
- {7w7 7#}71/ + VYoV + {'Ym 7V}7u - 'YV'Yw’Yu)

7
= 5(7,11{7V7%J} - VV{’Y;M’%J} - {7w;'7u}7v + {'wayu}’}’u)

=21 (gwu'Yu - guw’}/u) ) (3)

2 Zeitabangige Storungstheorie (5 Punkte)

Wir betrachten ein System mit drei Energie-Niveaus. Der Hamilton-Operator im ungestorten
Zustand sei gegeben mit

1 00
Hy=hh| 0 2 0
0 0 4
Der Ausgangszustand des Systems (bei ¢ = —o0) sei der Grundzustand mit Energie hw. Zum

Zeitpunkt ¢ = 0 wird das System einer konstanten Storung H’ ausgestzt, die zum Zeitpunkt
t = m/w wieder ausgeschaltet wird. Die Stérung habe die Form

H’zhw@(t)@(g—t)
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0
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Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass sich das System zum Zeitpunkt ¢ = oo im Zustand
der hochsten beziehungsweise mittleren Energie befindet. Betrachten Sie hierbei jeweils die
ersten nicht verschwindenden Ordnungen in der Storungstheorie.



e Solution

Wir beginnen mit dem Zustand hochster Energie, den wir Zustand 3 nennen. In erster
Ordnung zeitabhéngiger Storungstheorie ergibt sich

B e FEs—F
3 = f% dt' (3| H'|1)exp <¢3hlt’)

. w/w E+«— E

= —;ahw/o dt'exp <z’3hlt/>
i T /w

= —aﬁw/ dt’exp (Siwt')
h 0

=-a

Dementsprechend erhaltn wir die Wahrscheinlichkeit, dass sich das System in Zustand 3
befindet mit

4
les|? = §a2.

Wir betrachten nun das mittlere Energieniveau (Zustand 2) im Endzustand. In erster Ord-
nung Storungstheorie erhalten wir

i [ FEy,— F
co = —;/ dt’(2|H'|1)exp <z’2hlt'> =0,

da (2|H'|1) = 0. Wir miissen also die zweite Ordnung betrachten. Hier ergibt sich

N2 00 t
co = <—Z> Zm/ dt’ (2|H'|m)exp (i2t') / dt” (m|H'|1)exp <z’1t"> .
h o h oo h

Auf Grund der Struktur von H’ tragen nur die Terme mit m = 3 bei. Wir erhalten damit
i\ 2 T/w t/
Ccy = <_h> abh?w? /0 dt'exp (—2iwt’) /0 dt"exp (Siwt”)
i\’ /e 1
= <_h> abh2w2/0 dt'exp (—2iwt’) 30 (exp (Siwt') — 1)

/w
= iw/ dt’ (exp (z’wt’) — exp (—int’))
0

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also

4
’62’2 — *a2b2

9




3 Dirac Gleichung (5 Punkte)

(a)

Es sei ¥ eine Losung der Dirac-Gleichung
(i(?—eA—m)\llzo.

In den Ubungen haben Sie die Gleichung hergeleitet, die von ¥ geldst wird. Leiten Sie
nun die Gleichung her, die von ¥¢ = o’ gelost wird.
Hinweis: Die Ladungskonjugationsmatrix C' erfiillt die Relation C' (7“)T C—1 = —yH,

~ Solution ~

In den Ubungen wurde bereits gezeigt, dass ¥ die Gleichung
/=
\If(z@ +6A+m> =0

erfillt. Transponiert man diese Gleichung, multipliziert von links mit der Matric C
und fiigt eine 1 ein, ergibt sich

0=C (i(v") 0, + e(v") T Ay +m) C1CT"
= C (i(v")T 0, + e(v")" Ay + m) CTTC
= (—iff — eA +m) T
= (i + eAd —m) T

Der Unterschied zur Diracgleichung besteht hier nur im Vorzeichen von e.

- J

Die Spinoren u; und wg sind Losungen der freien Diracgleichung:

<1> <0>

0 1

Ul = N ,Ug = N ’
E+m 0 E+m \ 1

wobei N die Normierungskonstante ist. Leiten Sie die Bedingung an den Impuls p her,
damit eine geeignet gewahlte Linearkombination von w; und us ein Eigenvektor zum Op-
erator

ist.
Hinweis: Starten Sie mit der Eigenwertgleichung

Sz (crur + caua) = A (crug + coua)

und finden Sie zuerst die Beziehung zwischen ¢; und cy. Setzen Sie diese Bedingung
in die Eigenwertgleichung ein, um die gesuchte Einschrankung fiir p’ zu erhalten. Die
Paulimatrizen sind geben durch

/(01 (0 =i (1 0
2=\ 190 ) %=\i o) 7 \o -1)




~ Solution

Wir schreiben die Eigenwertgleichung aus:

01 0O 1 0
tfrooo]|] o |, 1
21 00 01 ! E’%m =
Pz TP z
0 010 7E+my Elim

1 0

0 1

:>\ C1 Pz +62 pz*ipy

E+m E+m

Pz +1ipy Pz

E+m E+m

In einem ersten Schritt betrachten wir die beiden oberen Komponenten und erhalten

a(2)a (D] =afa (1) <o ()

Durch Einsetzen der beiden Gleichungen erhalten wir ¢ = 2Aco, co = 2Ac;
beziehungsweise ¢; = +cy. Betrachten wir nun die unteren beiden Komponenten
der Eigenwertgleichung finden wir

1 : _ .
[01<px+zpy>+62< bz )]:)\[cl( b= )—I—cz(px Zpy)]
2 Dbz Pz — 1Py Dz + 1y —Dz
Wir ersetzen auf der rechten Seite der Gleichung Aca = ¢1/2, Ac; = ¢2/2 und erhalten
2ipy 2p, )
c =c ;
() == (4,
und nach Einsetzen von ¢; = £¢9
(2)+(2)
Dz 1Dy

Demenstprechend folgern wir, dass p, = p, = 0 und somit, dass der Impuls in -
Richtung orientiert sein muss.
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