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Zwei Hauptteile des
Kurses

® [hermodynamik - axiomatisch,
phanomenologisch

® Statistische Physik - mikroskopische
Begrundung



Thermodynamik

Ein thermodynamisches System ist ein System
mit makroskopisch vielen Freiheitsgraden.

VN > 1

N4 =6,023-10* Teilchen pro Mol  Avogadro-Zahi

Thermodynamischer Limes

N

N—oco , V-0 |, V:const.



Zustandsgrolen

Thermodynamischer Zustand ist
vollstandig bestimmt durch Angabe
von wenigen makroskopischen
Zustandsgrof3en.

Extensiv: Volumen V', Teilchenzahl N,
Innere Energie U, Freie Energie F', Entropie S, ... oc IV

Intensiv: Druck P, Temperatur 7T,
Chemisches Potential p, ...oc NV



Gleichgewicht

Thermodynamisches Gleichgewicht
herrscht in einem System, wenn ein
stabiler, zeitunabhangiger Zustand
vorliegt.

Es existieren stationare
Nichtgleichgewichtszustande!



Zustandsgleichung

Der Zusammenhang zwischen ZustandsgrofB3en
im thermodynamischen Gleichgewicht wird
Zustandsgleichung genannt.

PV = NEkgT
z.B. fur das
3

ideale Gas gilt U = §N/<;BT Einatomiges Gas

kg ~ 1.38 - 10723 % - Boltzmann-Konstante



Zustandsanderung

Eine thermodynamische Zustandsanderung kann im Gleichgewicht nur
durch Anderung der AulBBeren Bedingungen herbeigefuhrt werden.

Man unterscheidet: )
a) quasistatische Zustandsanderungen: langsame Anderungen, so daf3 das System

nahe am Gleichgewicht bleibt;

b) reversible Zustandsanderungen: Prozesse, die bei Zeitumkehr in den
Ausgangszustand zurtckfuhren;

c) irreversible Zustandsanderung: Prozesse, die bei Zeitumkehr in endlicher
Zeit nicht zum Ausgangspunkt zurtuckfihren

d) adiabatische Zustandsanderung: ohne Warmeaustausch mit der Umgebung

e) isotherme, isobare, isochore, ... Zustandsanderungen:
I =const., P =const., V =const., ...



Reversible Prozesse

A T Flache = Menge der
Gleichgewichtszustinde
/
— /

/
/ ‘eversibler Prgzel3

-
\Y%
P

Thermodynamische Prozesse konnen reversibel verlaufen,
d.h. quasistatisch innerhalb der Menge der Gleichgewichtszustiande.

Oder sie konnen irreversibel sein. Z.B. eine Relaxation zum
Gleichgewicht ist 1.a. nicht als Kurve im Phasenraum darstellbar.



Differenziale von Zustandsgrof3en
sind vollstandig

) . Fur ZustandsgrofB3en (z.B. Freie Energie) gilt

1
O F=FT,V) N = const.
A 2
. /dF:/dF oder %dF:O
v

1 2

oOF OF
F=— T — AV =adl + bd
d <8T>Vd +(8V>T V=a +bdV

Oa _Ob _ OF
ov. 0T ovoT

Ubung



Yom System geleistete
Arbeit

oW = PdV mechanische Arbeit

magnetische Arbeit

0W - kein vollstandiges Differential
Es gibt keine Zustandsgrofie W



0 Hauptsatz

Konzept der Temperatur

Es gibt eine intensive ZustandsgroB3e "Temperatur", so
dass Systeme, die miteinander 1m Gleichgewicht sind,
denselben Wert der Temperatur haben.

Definiert durch Carnot-Prozess



Erster Hauptsatz

dU = 0Q) — oW + undN

Energiesatz, Aquivalenz von Arbeit und Wirme

Warme ist eine Form von Energie

0() - kein vollstandiges Differential

Es gibt keine Zustandsgrofie ()



Zweiter Hauptsatz

Es gibt keine thermodynamische Zustandsanderung, deren
einzige Wirkung darin bestenht, da

(i) eine Warmemenge einem Warmespeicher entzogen
und vollstandig in Arbeit umgesetzt wird.

(i) eine Warmemenge einem kalteren Warmespeicher
entzogen und an einen warmeren Warmespeicher
abgegeben wird.

Aquivalent: Fir jedes thermodynamische System existiert eine
(extensive) Zustandsgrolie Entropie S. Die Entropie eines
abgeschlossenen Systems nimmt nie ab. Im thermodynamischen
Gleichgewicht nimmt die Entropie S ihren Maximalwert

an.

Wir definieren Entropie spater



Dritter Hauptsatz

%ILHOS(T> = (

Eine Konsequenz des 3. Hauptsatzes 1st,
dass der absolute Nullpunkt nicht in
einer endlichen Zahl von reversiblen
Prozessen erreicht werden kann.



Reservoir T,

Carnot-Prozess

Q,

Q|

AW

Reservoir 1

Der folgende reversible Kreisprozess wird durchlaufen:

1. Das System 1st in thermischem Kontakt mit dem
Reservoir T>. Bei einem isothermen Prozess (hier
Expansion des Gases) flieBt die Warme Q- ins System.

2. Das System wird thermisch isoliert. Wahrend eines
adiabatischen Prozesses (hier weitere Expansion) sinkt
die Temperatur von T> nach Tj.

3. Das System 1st in thermischem Kontakt mit dem
Reservoir T;. Bei einem isothermen Prozess (hier
Kompression des Gases) fliefit die Warme Q: aus dem
System.

4. Das System wird thermisch isoliert. Wihrend eines
adiabatischen Prozesses (hier weitere Kompression)
steigt die Temperatur von T nach To.



Carnot-Prozess beim idealen Gas

Reservoir T7

Ve,

(=
AW . |
Ve -
3
Reservoir T PV = NkBT U = §N]€BT

fur 1 und 3 gilt

T = const. — PV = const.

fir 2 und 4 gilt

Q=0 — dU=—6W = —PdV



Carnot-Prozess: Wirkungsgrad

AU = 6Q — 6W

PA

j{dU — () ZustandsgroBe

AW = Q1+ Q2 = |Q2] —| Q1]

(TN

1

Q1

Q2

AW = %PdV

Wirkungsgrad



Carnot-Theorem

AW = Q1+ Q2 = |Q2| —| Q1]

AW 1
n = =1 Wirkungsgrad
T, |Q2| QQ

Be1 vorgegebenen Temperaturen T> und T hat

keine Maschine einen hoheren Wirkungsgrad als
die Carnot-Maschine.

Beweis: Wenn es so eine Maschine gdbe, konnten wir damit die
Carnot-Maschine als Warmepumpe betreiben. Dies wiirde bedeuten,

dass ohne Zufuhr dullerer Arbeit Warme von der tieferen Temperatur

Ty zur hoheren T» flief3t.



Kelvin-Temperatur-Skala

Alle Carnot-Maschinen mit gleichen 75,7
haben den gleichen Wirkungsgrad n(7,7-)

o . _ Qa3
o ~0(To, T) = 52 = £ (T, Ti)
4"'?___‘___\\\ - "".'.. Q Q43 — Q34
T 65
"-.'%' 1 — 77 (Tm7 TH) — Q— — f (Tm7 Trl)
- ,, Q65
- 1 — 77(T07Tn) — @ — f(ToaTIl)

f(ToaTn) — f(Tme) ) f(TmaTn)

T< (<

Wir wahlen f(1-,7T.) = = Konsistent mit PV = NkgT
Ts Q>




Entropie

PA .

fur Carnot-Prozess gilt

1 2
Q | Q = 0 Q1= —[Q1] <0
11 15

V>
| fur beliebige reversible Kreisprozesse gilt
m j[ 7
0()

ZustandsgroBe Entropie dS =

revers.



Entropie
_ @

T revers.

dsS

Carnot-Prozess




Irreversible Prozesse

S fur Carnot-Prozess gilt
Q1 Qo
= () Q1 =—|Q1] <0
T, T, 1 1
V>
3 . 0¢)
Fur reversible Prozesse ]{7 =4

0

Fur irreversible Prozesse 7{? < 0 DerWirkungsgrad ist schlechter



Irreversible Prozesse

Fur reversible Prozesse 7{5—62 =0
T 5@
; 5=
Fur irreversible Prozesse 7{ 762 <0 HEVELS:
irreversibe A B 5 Q
S(B)—S(A) = [ —
T |revers
reversibel A 5 Q
B Im allgemeinen gilt 4S5 > d
Fur abgeschlossene Systeme gilt (5@ =0 ) > 0

Die Entropie S ist im Gleichgewicht maximal



Beispiel

Reservoir T | U = gN]{;BT PV = NEkgT
1T"= const. — dU = 0
I dU = §Q — PdV = 0
Voo, 50 P dV
1 2 _ 0% @V
dS = n TdV Nkg ”
Vo
— Nkgln —
ASGaS kB 1 Vl

ASG&S + A‘SvRese]rvoir =0



Beispiel

U = gNszT PV = NEkgT

AU =0,AQ = 0, AW =0

1" = const.

ASReservoir =0



Fundamentale Relation der Thermodynamik

0QQ =TdS  revers. 0Q) <T'dS  irrevers.
dU = o0Q) — PdV + pudN

_1 P b 1 Py K
dS—TdU—I—TdV TdN dS>TdU—I—TdV TdN
S=S(U,V,N)
V_os) P_os| p_ 0
T OoUlvn T OVIun T  ONluv

Fur gegebene U, V, N ist S maximal im Gleichgewicht



Fundamentale Relation der Thermodynamik

1 P L
_ — — — —d
ds TdU + TdV N

S(AU, AV, AN) = AS(U, V, N)

d d r—1 OS 0S 0S5
d}\()\S) S Y S(AU, AV, AN) aUU 8VV TN

ST =U+ PV — uN

Euler-Gleichung




Thermodynamische Potentiale

Innere Energie
dU = TdS — PdV + pdN dU < TdS — PdV + pdN

U=U(S,V,N)

U oU oU

— P = _ 7Y
0S5 |v.N OV s N K ON |s.v

T

OT oP OT O

Maxwell Relationen, z.B: aVlsn S lvn ONlsv  9Slv.n

Fur gegebene S, V, N ist U minimal im Gleichgewicht



Thermodynamische Potentiale
(Helmholtzsche) Freie Energie
F=U-T5=—-PV +nuN

dF = —S5dT — PdV + udN dF' < —SdT — PdV + udN

F = F(T,V,N)
OF OF OF
S = Ol \v.N P = oV IT.N M_(?—NT,V

Fur gegebene T, V, N ist F' minimal im Gleichgewicht



T

Thermodynamische Potentiale

Enthalpie

H=U+PV

dH = TdS + VdP + pdN

H=H(S, P N)
ol _on
- 0SlpN - OPlsnN a

_on
- ONlsv



g —

Thermodynamische Potentiale

(Gibbssche) Freie Enthalpie

G=H-TS=U+PV—-TS
dG = —SdT + VdP + udN

G = G(T, P,N)
0G 0G oG

V - — Iu - —
Ol |p,N OP |T,N ON IT,v



Thermodynamische Potentiale

GrolBkanonisches Potential

QO=F—uN=U—TS — uN
A0 = —SdT — PdV — Ndy

O =Q(T,V, p)
0f 0f 0f
> o1 v, OV 1. ou \T,v

Fir gegebene T, V, i ist €2 minimal im Gleichgewicht



Zusammenfassung: Thermodynamische Potentiale

Innere Energie U=U(S,V,N)
Freie Energie F=FT,V,N)
Enthalpie H=H(S,P,N)
Freie Enthalpie G = G(T, P,N)

Grof3es Potential Q=Q(T,V, 1)




Response-Funktionen (lineare Antwort)

Warmekapazitat
5Q = CdT = TdS

CxET(

fur V = const. gilt

fur P = const. gilt

95 V oder P
0T ) L = odaer
OF O F
S — C — — ——
01 \v,N v 01 V,.N
oG 0*G
01? ) o n



Response-Funktionen (lineare Antwort)

Kompressibilitat

1 [0V
Ry = V<(9_P>y y:ToderS
1 [0V 1 /on\ 1 [(0*G
=7 (5r), = 2 (o8), =7 (om),

__L(ovy _ 1 (oH
w="v\or), — “vior?),

mit n = % und N = const.



Stabilitat
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U=Uj+ Up = const.
TA — TB
VV = VA —+ VB — const. Gleichgewicht

Py = Pp

N = N4+ Np = const.  » maximal
5 =0 HA = UB
S=54+55

Der Austausch einer extensiven Variable zwischen 2 Teilsystemen fiihrt dazu, dass
im Gleichgewicht die konjugierte Variable in beiden Teilsystemen angeglichen 1st.



“1.0rdnung”: d.S = (

“2.0rdnung”: d?S <0

625 1 oT;
Y

2 2 .
ZAB(?U 2T ZAB(?UZ

d? S = (dU;)

Konsequenz: Cy = (g—g> > ()
V,N

U O2F\°
< (= — 7=
U= <3T>v,N T(3T2> \

analog folgtz.B.:  K7/g >0 uwnd Cx >0



Mischungsentropie und Gibb’sches Paradoxon

Entropie eines idealen Gases

.
V (U\?
S(U,V,N) = NSy + NkIn (N (N) )

Bewelis: (_> — E = PV = NEKT
UN I



Mischungsentropie und Gibb’sches Paradoxon

A
Betrachten wir zwer verschiedene ) XX V’; . 02 o 9
Gase mit N7, N, . Vor dem Entfernen e % .
der Trennwand sind die Volumina V; T
und V5, danachistes V =V; + V5 . x X o o
Expansionsentropie
V .
ASZ:NZklIl—, Z:1,2
Vi
Mischungsentropie

AS = A5 +AS; >0



Mischungsentropie

AS = AS] + ASy; > 0

Nun enthalten V7 und V5 dasselbe Gas (ununterscheidbare Teilchen !!!)

Gleichgewahlte Anfangsbedingungen:
Vi Vs V Uq Us U

Nty N N N N N

AS = S( nach ) — S( vor )
:S(vavN) _S(UlavlaNl) _S(U27V27N2) =0

Gibb’sches Paradoxon
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Wahrscheinlichkeitstheorie

Stochastische Variable X (diskret oder kontinuierlich)
Zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung o

Mittelwert:

erfullt

Positivitat und Norm.

Zm =1, /dwp(x) =1

(X) = ZZE@,OZ oder /dx:z:p(a:)

n-tes Moment: (X" = Zﬂi‘?ﬂz oder /daza:np(x)

Standardabweichung:

Varianz:

0_2

o = /(X2) — (X)?




Wahrscheinlichkeitstheorie 2

Binomial-Verteilung

p(n) 022 i

N n N—n 02: -
o (n) n!(N — n)!p 1 000 1

N Binomial-Verteilung fiir N = 10, p = ?/3

Y pn(n)=@+q)N =1

n=0

N
(n) = npn(n) =pN
n=0

Fur grofle N gilt o/ (n) o 1/4/N.

10



Wahrscheinlichkeitstheorie 3

Gaul3-Verteilung

aus Binomial-Verteilung fur grol3ie N, pN, ¢N

Dichtefunklicnen normalverteilter Zufzllsgrofen
mit unterschiedlichen Parameterwerten

<n> — pN al TN >".-N(C,1)—
/ \ X~N(0), 4)
// \\ ¥~N(1,2)
3 /T A~
o2 =N [ NN
— X 24 N
pq = - /////%‘ ~ \ \\
/f // N \\
/! / \ SN
1 </ N N
.// / P \\ \\\j\\
n kontinuierlich !!! | £ i,
3 -2 -1 0 1 2 3 4 £




Wahrscheinlichkeitstheorie 4

Poisson-Verteilung

aus Binomial-Verteilung fiir N — oo, p — 0 so dass a = Np

P@) o5 ]
n_ _—a 1
pn(n) = — 3
n! 0,0’5 .
0 -
N
Poisson-Verteilung fiir a = 2
> pn(n) =1
n=0
(n) = a




Wahrscheinlichkeitstheorie 5

GauB-Verteilung fur mehrere Variablen

m) ij=1

p(x1,...,xN) = (Qdejzvﬁ exp (; Z (x5 —a;)Aii(z; — aj))

§i =X — ay

A symm., positiv definit

(Tn) = ap




Statistische Mechanik

® Klassische S.M. (etwas problematisch)

® Quantenmechanische S.M. (einfacher und
klar)



Klassische Mechanik von N Teilchen

Zustand von N Teilchen beschrieben durch 3N Koordinaten und 3N Impulse
X = (paq) — (p17°°°7p3N7Q17”°7Q3N)
6 N-dimensionaler Phasenraum I'

Hamilton-Funktion H(p,q)

on . _oH
8% 4y 3}?3-

X = (p, q) - eindeutliche Funktion von x = (p, q)

Bewegungsgleichungen D =

Trajektorien x(t) kreuzen sich nie A p
é\\x’:
1 x (t) x(t))

7

P
P,

(-



Erhaltungsgrof3en

Energie FE = H(p,q) = const.

6N — 1 - dimensionale Oberflache

Moglicherweise

Gesamtimpuls Piot

Gesamtdrehimpuls Lyt



Gibbs-Ensemble
(Gesamtheit)

Gibbs-Verteilung  p(x, 1)
Wahrscheinlichkeitsdichte im Phasenraum / dr p(x) =1

Mittelwert einer physikalischen Grol3e

O = / dz O(x) p(x)

dr = Cnd>Npd*M g

dx und p - dimensionsloss

1

On = (27h)3

N Quantenmechanisch



ZLeitentwicklung

p(X, t) entwickelt sich wie eine stromende Flussigkeit
d 0 .
7 p(x,t) = pr p(x,t) +x-Vp(x,t) =0 So

<

d 0
einerseits /Vo dz p(x, 1) / dx a—p(x t) — |- —

d . :
anderseits / dz p(x,1) / dS - xp(x,t) = —/ dz V- [xp(x,1)]
Vo Vo

Vo beliebig — 2 p(x,t) = =V - [%p(x,1)]

3N
aus der Hamilton- . o0 . o0 . ) ( 0 OH s, 6’H>
Gleichungen folgt B Z (8% 4 op; bs Z dq; Op;  Op; Og;

d

j=1 I
o, p(x,t) =0 inkompressible Fliissigkeit




d

dt

Liouville-Gleichung

0

p(x,t) = = p(x,1) +x- Vp(x,t) =0

. C0A . 9A SN COH 0A  OH HA
w3 (52 ) S

Op; 0q; 6qj op;

LA = —i{H,A} Liouville-Operator

) = t.4)



Stationare Losung der
Liouville-Gleichung

0

Y iy :]A;
iosp=—itd, pt = Lp

z% p(H(x)) =0 Ubung



Definitionen

6N dimensionales Volumen im Phasenraum I' mit H (x) < E
wird mit (2(F) bezeichnet

Oberflache von Q(FE) wird mit >(FE) bezeichnet

O(E) = / dzO(E — H(x))

_dQ(E)

5(B) = — = / dzd(E — H(x))

Y(E)dE - ”Zahl” der Zustdnde mit Energie £ < H(x) < F + dFE

quantenmechanisch besser definiert



Fundamentales Postulat der
klassischen statistischen Mechanik
(mikrokanonisches Ensemble)

p(x)¢1 = E(El)dE fir ¥ < Hx) < F+dF

p(x)°4 = 0 sonst

Mittelwert einer physikalischen Grofle

- 1

OE — / dx O(X)
Z(E)dE E<H<E+dE




Ergoden-Hypothese

_ 1
Op = / dx O(x
E=SENE Joopopian ™ O

T'— o0 T

Or — lim — / dt O(x(t))



Quantenstatistik
(Hilbert-Raum-Statisik)

Reine Zustande
|)Elemente des Hilbert-Raums | ) W(t)) = e wH! W(0))

2)Stationare Zustande H|V,,) = FE,, |V,)

W, (t)) = e~ 7Bt )

3)Basis [U) = Y ¢jli) z.B. [U) =) cnlTy)
j n

(717" = 0 i orthonormierte Basis

Z ‘]><]\ — 1 vollstandige Basis %: )
J



Reine Zustande

Schrodinger vs. Heisenberg Bild
" ws(0)) V) = [¥s(0)) = const.

4

() —
(Og = const. Observable Op(t) = @%HtOS o~ 7 HY
(O(t)) = (¥s(t)|0s|¥s(t)) = (Yu|On ()| ¥u)
0

~ihzOn(t) = [H,On(t)



Gemischte Zustande

Quantenmechanische Gibbs-Gesamtheit

Wahrscheinlichkeit W, dass das System im Zustand |¥,,) ist

Wa>0 , Y Wo=1 'W,) nicht unbedingt orthonormal

(0) = Z Wa(¥Pal|O|¥,)

p=Y Wa|¥.)(¥,| Dichtematrix = Zustandsoperator

p= 2 Waca;cop i)'l = 3_1i)piir(i"
7,3’

a,j,J’
Vo) = cosl) EER

J A — E *
10],]/ — Wacajcaj/



Dichtematrix

p= WalUa)(Ua| 2= Wacechyli)ii'l = Z 5)05,50 5|
o a,7,7’
"t = ZW Cayj€ on

(0) = ) Wal(¥a|O¥s) = Tr(pO) =} (j \Wa\‘lfa>< «|017)

o o
D1l =
Eigenschaften: p,., =p5. . p=p" Hermitesch
Trp=1

(Ulp|¥) >0 V |¥)  Positiv definit



Dichtematrix

0= Z Wo W) (P, ‘W, ) nicht unbedingt orthonormal

p=1p'

Es existiert eine orthonormale Basis in der die
Dichtematrix diagonal ist

p= Wyl



Schwankungen

(0%) = (0)? = Tr(pO?) — (TrpO)?

Enthalt sowohl quantenmechanische
als auch statistische Schwankungen

P> =p reiner Zustand

p* % p gemischter Zustand



ZLeitentwicklung

.0
iho | 0) = HU)  wa in S [0) (0[] = H|W)(¥] | ¥)(¥|H

von Neumann- Gleichung = quantenmechanische
Liouville-Gleichung

5 klassisch

H ) — 0 .
ihayp = H,p) i p=—iH,p}
1

—Z{H,}H%[H,]

vergleich mit —ih%OH(t) = |H,Op(t)]



Fundamentales Postulat

Mikrokanonisches Ensemble

ih%p = |H, p stationare Losung p*' = p(H)

PEZWn|\Dn><\Ijn| H|Y,) = E,|Vpy)

Wn — Pnn — const. fur F < En < F+dE

W, = pnn = 0 sonst



