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Vorwort

Dieses Skript entstand aus der Vorlesung Moderne Theoretische Physik II von Prof.
Steinhauser im Wintersemester 2023/24. Dieses Skript erhebt keinen Anspruch auf
Vollstidndigkeit und Richtigkeit.

Ein grofier Dank geht an Johannes Bertsch, Jona Umlauf, Felix Schwarz, (hier kann
dein Name stehen) ... fiir zusétzliche Bereitstellung Threr Vorlesungsmitschriebe und

Uberarbeitung des Skripts.



1 Wiederholung Thermodynamik

Thermodynamik
e Beziehung zwischen makroskopischen Grolen (Energie, Dichte, Druck)
e kein Bezung zu mikroskopischer Struktur

e Orientierung am Experimen

1.1 Begriffe und Definitionen

ZustandsgroBen
~ N; extensiv ~ N; intensiv
Teilchenzahl N Druck P
Volumen V Temperatur T’
innere Energie U | chemisches Potential u
Entropie S
Magnetisierung M Magnetfeld H

Thermodynamischer Zustand

o festgelegt durch Angabe von wenigen Zustandsgrofien

Thermodynamisches Gleichgewicht

e System ist in stabilen, Zeit unabhéingigen Zustand

Zusatandsgleichung

e Zusammenhang von Zustandsgrofien im thermodynamischen Gleichgewicht

Beispiel 1.1.1. ideales Gas: pV = NkyT
k = ky = Kp: BOLTZMANN-Konstante
allgemein: f(P,V,N,T) =0




Quasistatische Prozesse
Anderung der dufleren Parameter
e cs stellt sich immer wieder ein GG-Zustand ein

e das System durchléuft eine Folge von GG-Zustdnden

GG: Gleichgewicht

Reversible Prozesse
e Prozesse kénnen in umgekehrter Richtung ablaufen

e Es gibt keinerlei Verdnderung an Umgebung

Irreversible Prozesse

e Beim umgekehrten Prozess bleibt Verdnderung in Umgebung zuriick

\\}ew,\ u)qw,l

Trequ woed . .

e Leraes piehes a

Abbildung 1.1: Beispiel: irreversibler Prozess

Isotherme Prozesse

e Termperatur T' = const.

Adiabatische Prozesse

o Wirmeiibertrag AQ =0

Isochore Prozesse

e Volumen V = const.

Vollstindiges/ Totales Differential

Annahme 1.1.2.
f=f(z,y); (1.1)

2x differenzierbar




_ Of(z,y) of(,y) , _ (9Of of
df = S e+ S dy_(%)ydx+(a—y)wdy

= A(z,y)dz + B(z,y)dy

Zusammenhang 1.1.3.

2 x, z x, x, €,
agm(ayy) - aafy(axy) <~ <8A( y)>x - <8b( y))y

oy ox

?4 df = 0 geschl. Linien-Integral

Warme und Arbeit
e Energieiibertrag an System bei konstanten V,N — AQ: zugefiihrte Wirme
e Energieiibertrag bei thermischer Isolierung; V, m &ndern sich

— AW: am System geleistete Arbeit

mechanische Arbeit | elektromagnetische Arbeit
pAV MAH

Definition 1.1.4.
-AW < 0 falls sich die Energie des Systems vergroflert
-AQ und AW sind keine Zustandsgrofien, d.h. sie sind nicht durch Anfangs-

und Endzustand festgelegt

Ydbe
4 Ad- AR
Gas iw Wdben TS B - BotdE
_ Ve =,
&= > Be, Vo

2. osyilleforisdc

e, bew,

4Ww= At

Eudpen.w Al s, Vs dben

Wege 1 und 2 haben unterschiedliche AQ und AW — AQ und AW sind we-
gabhéngig — keine Zustandsgréfien

Wairmebad

e Wirmereservoir, das auf einer konstanten Temperatur gehalten wird



1.2 Hauptsatze der Thermodynamik

7

Definition 1.2.1.

0. Hauptsatz: Thermodynamisches Gleichgewicht existiert und ist durch
Temperaturen charakterisiert

1. Hauptsatz: Energieerhaltung

2. Hauptsatz: Nicht die gesamte Warmeenergie kann in Arbeit umgewandelt
werden

3. Hauptsatz: Absoluter Nullpunkt kann nicht erreicht werden

Erlauterungen
(a) 1. HS:

Die Energieinderung von einem System kann 2 Ursachen haben:

1) aufgenommene/abgegebene Wiarmemenge 0Q @Q ist keine Zustandsgrifse

2) geleistete Arbeit §W
0@ und W konnen gleichzeitig auftreten, i.A. gilt:
dU = 6Q — 6W, totales Differntial! (1.2)

Zustandsénderung mit Anderung der Teilchenzahl +udN; pu: chem. Potential p=
Erhohung der Energie pro System zugefiihrten Teilchen

= dU = 0Q — PdV + udN; PdV: mechanische Arbeit

(b) 2. HS:

Es gibt keine thermodynamische Zustandsdnderung, deren einzige Wirkung darin
besteht, dass

(i) eine Wéarmemenge einem Speicher entzogen und vollstindig in Arbeit umge-
setzt (KELVIN) und

(ii) eine Wirme einen kélteren System entzogen und einen wérmeren zugefiihrt

wird (CLAUSIUS).



(c) Betrachte CARNOT-Maschine

e reversibler Prozess, Gas, Druck P, Volumen V

o

\
Wareemage ds
m R'EMT w."“ Tz ag«%(smm

Q
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leoWeue  BYpeengion
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Zusammenhang 1.2.2.

AU:%du:O:AQ—AW

AQ = Q2+ Q1

Definition 1.2.3.

Wirkungsgrad
geleitete Arbeit AW AQ Q1 Q.<0 |Q1]
n= : " = = =1+="="1-—=— (1.3)
absorbierte Wirme Q> Q2 Q2 |Q2|

Definition 1.2.4. Man kann folgendes zeigen ([HUANG], Kap 1):

Es gibt keine Maschine, die zwischen 2 Temperaturen arbeitet und effektiver
ist als die CARNOT-Maschine.

= Alle CARNOT-Maschinen mit den gleichen Temperaturen 77, To haben
den gleichen Wirkungsgrad

= n =n(T1,Tz)




(d) Absolute Temperaturskala

Betrachte 2 gekoppelte CORNOT-Prozesse:

P

Abbildung 1.2: s: Start, M: Mitte, e: Ende

1_77(T>7TM):f(T>>TM): %Z
1 - n(Tor, Te) = f(Tap, Te) = g;j
1 n(Ts,To) = f(T5, T) = g<

>

f(T>aTM) : f(TM7T<) = f(T>7T<)

Annahme 1.2.5.

>

9(T%)
( > <) g(T<) ( )
0 < f <1— ¢g(T) muss monoton fallende Fkt. sein
Definition 1.2.6. Wahl von ¢(7):
(T) = const. (1.5)
g =7 .
definiert KELVIN Skala
T e
=n1s,T<)=1-— = erfiillt fiir ein ideales Gas (1.6)




(e) Entropie

Aus Gleichung [I.3] und Gleichung [I.6] bekommt man

. T (1.7)

Fiir beliebige reversible Prozesse:

= aufteilen in unendlich viele infinitesimale CARNOT-Prozesse:

P A

!
\ l&o e
\

>V

Definition 1.2.7.

oQ
=, = 1.
$7 =0 (18)
% ist vollsténdiges Differential
)
ds = ?Q Entropie (1.9)
Irreversible Prozesse
Q1] T
Nirrev = I——=< NNCARNOT = 1— =
Q2| T>
oQ
= %T <0

Annahme 1.2.8. Prozess von Punkt A nach Punkt B reversibel, aber Prozess

von Punkt B nach Punkt A irreversibel.

N

10

<0

irrev



(C st Ea(

A cvesshed

A B
oQ oQ
~ /B T irrev =T /A ? rev - S(A) N S(B)
Zusammenhang 1.2.9.
= dS > % (1.10)

fiir irrev. Prozesse

Daraus folgt, dass in thermischen isolierten Systemen (6@ = 0) die Entropie nicht

abnehmen.

Definition 1.2.10. Im therm. GG nimmt die Entropie S ihren Maximalwert

an.

(f) zum 3. HS:

NERNST 1905: Die Entropie am absoluter Nullpunkt ist eine universelle Konstante,

die man als Null annehmen darf (diese Aussage gilt nicht fiir entartete Systeme).

1.3 Thermodynamische Potentiale
(a)

1. HS: dU = 6Q — pdV + pudN  Energieerhaltung

2. HS: fiir rev. Prozesse giltd@Q = T'dS
dU =TdS — pdV + pdN =U(S,V,N)

1 P 7
= — — —_ — N =
ds TdU + TdV Td S(U,V,N)

11



Ableitungen: (%)VN = %,

Beispiel 1.3.1. Maxwell Relationen:

0? L 02 0 ! 0
8SBUV B 8V8US = <%)S,N - _<£)V,N

12




(b) weitere Potentiale iiber LEGENDRE-Transformation

Zusammenhang 1.3.2. (HELMHOLTZ’sche) Freie Energie

F=U-TS
dF = dU — d(TS) = —SdT — pdV + pdN = F(T,V, N)

Zusammenhang 1.3.3. Enthalpie

H(S,p,N)=U+pV
dH = TdS + Vdp + pdN

Zusammenhang 1.3.4. (GIBB’sche) Freie Enthalpie

G(T,p,N)=U—-TS +pV
dG = —-SdT + Vdp + pdN

Zusammenhang 1.3.5. Grof3kanonisches Potential

w(S,p,N)=U—-TS§ — uN
dQ) = —SdT — pdV — Ndu

Das grolkanonische Potential beschreibt ein System, bei dem nicht nur Warme,
sondern auch Teilchen mit einem Reservoir ausgetauscht werden. Im GG nehmen

diese Potentiale ihren Minimalwert an.

(c) EULER-Gleichung und GIBBS-DUHEM-Relation

U,S, N,V — extensive Groflen; A beliebiger Faktor

S(AU, AV, AN) = AS(U, V, N)
s 9SS . 9S
iU T gV oY = SWU.V.N)

1 p 14
il vy LEN =
FU+ZV -5 S

Im 2. Schritt werden beide Seiten der Gleichung nach A\ abgeleitet, und A = 1
gesetzt.

13



Definition 1.3.6. EULER-Gleichung

ST =U+pV — uN (1.11)
Anwendung: berechne chem. Potential von idealem Gas
dU =TdS + SdT — pdV — Vdp + pdN + Ndu (1.12)
Definition 1.3.7. GIBBS-DUHEM-Relation
SdT — Vdp — Ndp =0 (1.13)

14



2 Statistische Formulierung der
Thermodynamik

2.1 Elemente der Wahrscheinlichkeitstheorie

(a) Begriffe:

e Zufallsvariable: Grofle X kann Werte x annehmen. Wert von X ist nicht fest,
aber man kann die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von x angeben. P,:
Wahrscheinlichkeit, dass = e € E (E: Ereignis).

Beispiel 2.1.1. idealer Wiirfel: E € {1,2,3,4,5,6}, Wahrscheinlichkeit fiir
Wiirfe e = 1,2,...6, P. = ¢

e sei x kontinuierlich verteilt w(z) Wahrscheinlichkeitsdichte, d.h. w(z)dz ist
Wahrscheinlichkeit, dass X einen Wert hat im Intervall [z, z + dx]. Es gilt:

+o00
/ dzw(z) =1 (2.1)

—00

Definition 2.1.2. Mittelwert von F'(z):

+o0o
(F(x)) = / dzw(x)F(x) (2.2)

—00

e Momente von w(x): Mittelwert um F(x) = 2"

Schwankungsquadrat (Varianz):

(AX)? = (2) = (X)? = (X - (X))?) (2:3)

15



e charakteristische Funktion:

Xk = [ doeula) = ()
we) = [ Grexh

xh) = 3 E

Falls Wertespektrum von X diskret:

w(x) =p10(z — &) + p2d(z — &) + ...

Mehrdimensionale Systeme:

X = (1,2, ...2p)

w(Z)dxydzy...dz,, Wahrscheinlichkeit, dass X Wert & in [Z, 7 + dZ]

Wahrscheinlichkeitsdichte von Zufallsfunktionen:

- F(Z) ist Zufallsvariable, kann Wert f annehmen
zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte wg(f)
- wp(f) kann berechnet werden aus w(Z)

wr(f) = (0(F(Z) — f)), DBeweis Blatt 10 A2 (2.4)

Korrelation von Zufallsvariablen X;, X
Kij = ((Xi — (X)) (X — (X}))) (2.5)

Falls w(Z) = wi(x1) - wa(22)...wn(xy) dann sind X; und X; unkorreliert,
dh. Kij =0

Kij = /dxzd:rjwl(xz)w](:nj)(Xl — <XZ>)(XJ — <XJ>) =0

16



Definition 2.1.3. Bedingte Wahrscheinlichkeit

Pu(X1, ... X,)
P (X1, .- Xn)

Pk|(n7k)(X1;--‘Xk|Xk+17-~Xn) = (2.6)

Pn—k(Xk—l-la Xn) = /dﬂﬁl...dxkpn(l'l, .’L‘n)

Wabhrscheinlichkeit fiir das Auftreten von xi,..xg, Tgi1,...2, falls

ZTk+1, ---Tn, VOrgegeben werden

(b) Zentraler Grenzwertsatz

Zusammenhang 2.1.4. Voneinander unabhéngige Zufallsgrofen X, ..., X
mit Wahrscheinlichkeitsverteilung w(x1)...w(x,). Dann ist die Wahrschein-

lichkeitsdichte fir y = z1 + ... + x,, fiir n — oo Gauss-verteilt

Beweis 2.1.5.
= \/1N Z(Xl- —(X;)) = Vlﬁ(Y — (X))

wz(Z) = /da?’- w(zy)..w(zN) - 5<Z - JH\/N—'—QJN I \/]V<X))
_ dkezkm

~J or
:/Zkeikz/df-w(m)...w(x]v)-exp [—zkw + ikVN(X)
T

v N
dk oo
_ AR ik ztikv/N(X)
_/271'6 [X(\/N>]

Verwende:
o (k)"
x(’f)z;J @) (2.7)
schreibe Entwicklung
k) = 3 (ik)lC 2
X(k) =exp) (2.8)

17



Beweis 2.1.6. Entwickle und 2.8 in k Koeff.-Gl.

1 1

:1+(2)+5(2)2+§(2)3+...
1 1o ve 2 1 .3 3 1
=1—1ikCy + 2'(zk) (CT +Co) + 3‘(zk) [C3 + C} + 3C1Cs) + O(k™)

N
x(\/kﬁ)] — exp [N log(x)] = exp [N(—z’<X> —S(AX) 4 o(]’j))]

Einsetzen in wyz(2)

wz(Z) = / %exp [ikz — %kQ(A)Q? + \/:lNO(k?’)]
1 22
~ enaxE T [—m}
Mit (Y — N(X)) und AX = AZ = JSAY folgt:
= 1 (Y — N(X))?
wy(y) = \/Wex [—W} (2‘9)

Wahrscheinlichkeitsdichte von Y ist Gauss-Verteilt

Mittelwert: (Y) = N(X)

Anwendung:
e System von N-Teilchen, N = O(10?%), X; Energie des i-ten Teilchens
e Y Gesamtenergie des Systems
e Schwankungsquadrat: (AY)? = N(AX)?
Ay _ 1 AX

e Relative Schwankung: V= UN 0

— Im Grenzfall n — oo werden die Aussagen fiir Y scharf

18




Klassische statistische Mechanik

beschreibt Eigenschaften von Materie im Gleichgewicht, (z.B. Gesetze der
Thermodynamik)

beschreibt nicht, wie das System dem GG zustrebt

System von N-Teilchen, N = O(10?3) abgeschlossen — Energie ist Erhaltungs-

grofie
- 3N kanonische Koordinaten (g1, ...,q38) = ¢
- 3N kanonische Koordinaten (p1,...,psn) =P
kanonische Bewegungsgleichung:
OH(p,q) _ .  9H(p,q)
B g, -y 2.10
Ip; & 0q; b (2:10)

Phasenraum (p, ¢) 6 N-Dimensionen
H(p,q) = E — (6N — 1)dim ”"Hyperfliche” = Bewegung lauft auf Fliche
- Zeitentwicklung ist durch Gleichung gegeben

Frage 2.2.1. Welche Mikrozustéinde (p,q) treten mit welchen Wahrschein-
lichkeiten auf?

Definition 2.2.2. Ensemble: grofie Anzahl identischer Systeme durch eine
Wahrscheinlichkeitsdichte charakterisiert

d*Npd*Nq p(p, ¢, t): Anzahl der Systeme zum Zeitpunkt ¢ in dem Volumen
d3Np dBNq

(P, q,t) (2.11)

/d3di3qu(ﬁ6f,t) =l (2.12)

Mittelwert einer physikalischen Gréfle O:

o / BNpdNq 05, 4,1) p(5, 4, 1) (2.13)

wobei d3Npd3Nq als dpdq geschrieben werden kann.

19



(b) Liouville’scher-Satz

Zeitentwicklung von p:

% +Z( 74_ z(37q1)

o 6H OH
dp _ 9p
ot + div(?)

Zusammenhang 2.2.3. Liouville’scher Satz

dp _ H 8p H opy
dt +ZZ:( g Ops pia_qz'> ! e

Beweis 2.2.4. V sein beliebiges Volumen im Phasenraum, # (Anzahl) re-
prisentative Systeme, die pro Zeiteinheit das Volumen verlassen (Abnahme-

rate der Anzahl der reprédsentativen Systeme). Es gilt 0V = p.

0 .
/d3di3Nq8§:——/ dpn Up
oV=p

-: Abnahme; 77: Normalenvektor auf Oberfliche; dpii = dF ; Up: Stromdichte

:>/ d?’di3Nq@+§(Up):0
. di

da V beliebig gilt:

dp

aJrV( p) =0

§_<8 o0 0 3)
8p17m’ap£’>N78117m78(]3N

,U: (plu "‘7p3N7q17 Q3N)

3N
_ 0 . 0 .
VUZZZ{apipi‘l‘aqi%}:O

20



Die Liouville’sche Gleichung kann folgendermaflen geschrieben werden:

ap

o, T {H.p} =0 (2.15)

Definition 2.2.5. Poissonklammern

OH 0A 0H 0A
41 = 3 (G015~ 90 om)

Liouvill’scher Operator:
L-A=—i{H, A}

Bei der stationédren Losung der Liouville-Gleichung hingt p nur von der Energie

von p und 7 ab.

—(PHp OH dp
(Hph =2 (oo~ 30 m)

_ 3~ (2H 90 0H _ 0 0p 0H

- P 8]91' oOH Oql- qu oOH 8]91'

p = p(H(gi, pi))

==L —
ot

(c) Ergodenhypothese

Bisher: Ensemble, Wahrscheinlichkeitsdichte p — Alternative: Zeitmittelwert

Zusammenhang 2.2.6.
Ensemble:
Mittelwert Op

Zeitmittelwert:

_ 1 (T

= lim — t O(p! 7(t

Oy = lim - : dt O(p(t), q(t))

Ergodenhypothese:
O = Oy (2.16)

Nur fiir wenige ideale Systeme bewiesen. Im Allgemeinen nicht wahr.

21



2.3 Quantenstatistik

(a) QM-System

Hamilton Operator H, [¢)) Wellenfunktion.
Schrodinger Gleichung;:

L0
Zh&\w = HY)

Eigenzustinde:

In);  Hin) = Ey|n)

In,t) = 7 Pt |n)

(n,n) =bpwy 1= |n)(n|

) = Culn); |1, t) =) Cpe #P|n)

hierbei sind Cj,|n) kohirente Uberlagerungen.

Erwartungswerte von Operatoren im Zustand [¢)

(O) = (W[O) = CrCr (n|On)

(b)

Bisher reine Zusténde [v)

Hier wichtig: Zustandsgemische

(2.17)

gemischte Zustdnde = inkohdrente Mischung reiner Zusténde |t,) in einem Ensem-

ble identischer Quantensysteme.

wq: Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Quantensystem im Zustand [i,) befindet.

wq > 0, Zwa:

07

{|t)a)} sind normiert, aber nicht notwendigerweise orthogonal keine Basis.

Erwartungswert von O in gemischten Zustand

(0) = Z Wa (Ya|OlYa)

Hierbei ist (14 |O1)a) das qm.-Mittel und ) wa§ das statistische Mittel.

22
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Definition 2.3.1. Dichtematrix

p = Zwa|¢a><¢a| (2.19)

Es gilt:
(O) =Tr[pO] Trace/Spur (2.20)

Beweis 2.3.2.

(0) =Y Wa g Olnyinive)

= Z<n|¢a>wa<¢a|o|n>

a,n
—Summe iiber Diagonalelemente

=Y (nloOln)

=Tr[pO]

\

(c) Eigenschaften von p

(i) im Allgemeinen ist p nicht diagonal
[ba) =Y Cln)
= p=3_ wall) () Inhin'|= 3 puswlm) ('

a,n,n’ n,n’

mit
P! = za:wac,(la) (Cfﬁ[)y

(i) pun = purn = p=p', p ist hermitesch konjugiert

(iii) Trlp) =1

23



Beweis 2.3.3.

Z(m‘Z’n>pn,n’ <n,‘m>

mit
<m|Z|n> = Onm
(' m) = 80
-5 () ()
=Y wa Y| =1
@ m
,da

2=1%<wa‘wa>=1

et

(iv) (@lply) =0

(v) p = pl = Es existiert eine Basis {|t),,)} in der p diagonal ist.

p="> walvs) (vl (2.21)
8

(vi) p fiir reine Zusténde
p = )Yl

fiir (1| normiert:

PP =p= Py Projektor

24



nach Diagonalisierung:

w; -+ 0

(vii) Zeitentwicklung von p

w2 D3E (21D sl o wab] = e,

da:

0 0
a\wm = Hl1g); E(dfﬁ’: —(Yg|H

Zusammenhang 2.3.4. von Neumann-Gleichung

Quantenmechanische Version von Liouville-Gleichung

dp
h— = |H 2.22
thoy = [H, ] (2.22)
stationére Losungen (Dichtematrix ist in den Eigenzustédnden von H
diagonal)
dp
— =0=[H,p|=0
5 [H, p]

(viii) Erwartungswerte im S-Bild und H-Bild:
(0) = Trlps Os]
mit Zyklischer Trace: Trlabc] = T'r[cab]

=Tr [e_ﬁHtpHeﬁHte_ﬁHtOHeﬁHt = Trlpy Og]

25



Beispiel 2.3.5. Gemisch aus Spin—%—Teilchen

50%]+)
50%]—)
p:%HMH+;—M%
p? = % (Y1) (1 + =01

1
=SPFP

= kein reiner Zustand

(d) klassischer Grenzfall

aus 2a) Mittelwert einer physikalischen Groe O:

0- / BN pd* g O, 4.1) priass (7,7, ) (2.23)

Ziel 2.3.6. Betrachte klass. Grenzfall von (O) = Tr[p O] und erhalte Zusam-

menhang zwischen p und pgiqss

Beispiel 2.3.7. Betrachte BOLTZMANN-Gas
freie Teilchen im Kasten mit Kantenléngen L,, L,, L. (periodische Randbe-

dingungen).

Einteilchenzustand:

(pibupy7pz)

Il
7N
)
3
>t
S
8
)
3
>t
S
=
)
3
>t
S
N
~_

Ngy. = 1,2,...

1. Teilchen:

Pz,y,z
®
2 d3p
L.L,L,
> nat. [ s

26



Beispiel 2.3.8. N identische Teilchen, Faktor ﬁ wg. Ununterscheidbarkeit
der Teilchen (”Gibbs’sches Paradoxon”)

d3di3Nq 1
() = / @~ NP9

|
L / N p N ¢ prass - O

mp < Pklass (2.24)

spéater Normierung von Integral — ideales Gas

27




2.4 Mikrokanonisches Ensemble

(a)

Betrachte abgeschlossenes System im GG, Energie F ist Erhaltungsgrofie

Hin) = En|n)
p= Z wp|n)(n| diagonal

Erfahrung: makroskopische messbare Groflen (7, P,...) streben gegen zeitlich

konstante Werte

Postulat 2.4.1.

const. fir E< B, < E+ A
wy = (2.25)
0 , sonst

Ein abgeschlossenes System im Gleichgewicht ist gleich wahrscheinlich in je-

dem seiner Mikrozustande.

(b)

Beispiel 2.4.2.

(i) N Wiirfel; es gibt 6% mogliche Resultate, jedes ist gleich wahrscheinlich
mit Wahrscheinlichkeit GLN

(ii) Spin Einstellungen von 4 Elektronen im Magnetfeld

Energie im Mikrozustand:

4
E,=2upB) S, S,==%1/2

z=1

Im Gleichgewicht sei Energie £ = 2upB
= Es gibt 4 mogliche Mikrozusténde:

{1, (A1), (1), (U111} (2.26)

1 . .
3, fiir n aus Gleichung [2.26]

Postulat — w,, = 4 &

0

, sonst
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(c) Bestimmung von ,,const.”
0
e Im GG §f =0—[H,p] =0
e isoliertes System N,V fest: Energie [F, E + A], A klein

e Phasenraum wird aufgespannt durch £ < H(q,p) < E + A, alle Punkte sind
gleich wahrscheinlich (vgl. Postulat)

P/

E+4

e r\T:E SCLC(RQ'

Definition 2.4.3. Dichtematrix kann geschrieben als

1
Wy, =

0 , sonst

Q(E)A : Volumen der Energieschale
Q(E) : Oberfliche der Energieschale

e Limes A — 0

Q(1E)6<E _HG.D)

QE) =Tr[o(E - H(/p,q))]

=p=

notwendig, damit p richtig normiert ist: Tr[p] = 1

3N 3N
Q(E) = Trs(E — H)] = / W]\lr!d(E )
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e Volumen innerhalb der Energieschale

3N 3N
Q(E):/WJ&UG(E—H)

(d) ideales Gas

Annahme 2.4.4. N Atome, keine WW

2
H = Z -+ Vwand Vwand =V

N
Di
Q(E) = @nh) 3NN' /d x7. xN/d p1- pN5< Zm>

Integration nur innerhalb des Volumens = Viqnq = 0|, <V

/d3x1...d3x]\/ — VN

/dgpl-.-d3pzv :/dQ3N/dpp3N_1§ p= > 0’

i

Verwende: d = dim

B (27T)d/2
J #0a= I(d/2)

I' : Gamma Funktion I'(n) = (n — 1)!
/dpp3N_15(E - p—) = \/2m27(2mE)T
= +/ — A
,dap=+vV2mE,dp = 2m2\/E
N 3N/2
AU(E) = \4 1 armE\ vl 1\F1
N (2mh)3N ' 3N E27rV 3N

Fiir groBe N nach Anwendung der Stirling-Formel: N! = NNe=Ny/27N = /27n -
(2)"
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Berechnung von 2(E) analog:

N 3N/2
aE) = (L L (AmmEATT avp L
N) (@rhN \ 3N E

log((E)) = log(Q(E)) + O(log(N))
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2.5 Entropie

~

Definition 2.5.1. (Mikrokanonisches Ensemble)
S = klog(QA) (2.27)

k zunichst beliebige Konstante (spiter Thermodynamik: k¥ = kg = 1,38 -
1073 %)

Zeige: S besitzt die Eigenschaft der Entropie der Thermodynamik
(i) Additivitét

1
AEA E<E, <E+A

0 ,sonst

dwp=1 E<E,<E+A; log(w,)=—log(QA)

= S =klog(QA) = —k Y wy log(wy)

(A)

Annahme 2.5.2. 2 Teilsysteme: Box mit 2 getrennten Systemen wy,

und wr(n) Gesamtsystem wr(lerB) T(LA) -w,(n,? )

Sa+p = —ka )log < (A)wff)>

n,m

(X)

w,;”’ ist normiert mit ), w(X)

=1
=—k (Zw log(w(Y +Zw3)log( (B ))>
=Sa+ SpB

(ii)) S>,da0<w, <1

(iii) reiner Zustand wy, = dpp, = S =0
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(iv) Zusammenhang mit Dichtematrix

Annahme 2.5.3. Es wird behauptet

S = —kTr[plog(p)] (2.28)

S = —kTI'r[plog(p)]
= —k > (m|Swg|k) (kllog(Syuwn|L) (I])[m)

=—k Z Wy (m|log (Xwy| 1) (1) |m)
Basis —

=—k Z W, log(wpy,)
m
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2.6 Nochmal Mikrokanonisches Ensemble

(a) zu Postulat 2.4.1

Zeige, dass aus der Forderung, dass S maximal ist das Postulat folgt. Suche

das Maximum von S unter der Nebenbedingung, dass ¥,w, =1

S =54+ ANZhw, =1)
verwende LAGRANGE-Multiplikatoren

S=—-k Z wy, log(wy,)

n

oS

own,

= —k (log(wa) + 1) + A =0

— k = const.; A = const. = w, miissen const. sein

(b) Temperatur

Betrachte isoliertes System, dass aus 2 Teilsystemen besteht:

_ S(Hy+ Hy— E): E—=E +FE 2.29
p 91,2(E)( 1+ Hy — E) 1+ B (2.29)

w(E7) : Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, dass Teilchensystem 1 die Energie E; be-

sitzt.

F(Z:) wr(f)=(F(@) - 1))
x1, w2 = Hy, Ho

F(Hl,HQ) = H1 —)fﬁEl
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w(ky) =(6(H1 — Ev))

_ / d3Npy d*N g ' d3Npyd®Ngy 1
(2mh)3N Ny (27h)3N Nol Q9

§(Hy + Hy — E)§(H, — E)

mit £0(X) = p, und §(Hy + Hy — E) = §(Ha — E») bildet sich aus dem Integral:

Q1 (E1)Q2(E2)
QLQ(E)

Wahrscheinlichkeits-Wert fiir F; : % L

-~ Qll (El)QQ(EQ) — Ql(El)QIQ(EQ)‘Ele2 =0
05 _, 9(E)
oE O(E)
= iSl(fjl) = iSQ(EQ) E = E]_'EQ =F—-F
OF, OF» ’ ’

Definition 2.6.1. Temperatur

1 9S(E)
=22 (2.30)

= In der wahrscheinlichsten Konfiguration sind die Temperaturen der beiden

Teilsysteme gleich

(c) Zusammenhang mit der Thermodynamik

(ideales Gas aus 2.4 (d))

S = klog(QE) = klog(2) + O(log(N))

,da QdE = Q
Vo1 [drmE\*?
= kN log N(%h)S( IV > e’ + O(log(N))
1/2
1_(98y _, y.3E
T OE ), 2 E3/2
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Zusammenhang 2.6.2. kanonische Zustandsgleichung Durch Umfor-
mung nach F folgt:

= E= ;kNT (2.31)

P oS 1
T_<8V>E_k'N'v

Zusammenhang 2.6.3. thermische Zustandsgleichung

pV=k-N-T (2.32)
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2.7 kanonisches Ensemble

(a)
Ein kanonisches Ensemble ist ein System im Kontakt mit einem Wérmereservoir. £

ist keine Erhaltungsgrofie aber T' = const. (nur System S).

g}/&‘L’#M
S

w&w—(%ql &

Ziel 2.7.1. Berechne die Wahrscheinlichkeit wg, dass das System S die Ener-
gie Eg hat.

(b) Herleitung aus dem mikrokanonischen Ensemble

o Gesamtsystem = , Warmebad“ 4 ,,System“ ist abgeschlossen

e Annahme: Fg << F, Gesamtenergie const.

o Q(F) : # Zustinde in Gesamtsystem, alle gleich wahrscheinlich
e Falls System S im Mikrozustand r, Energie Fg

— nur noch Qp(E — Eg) mogliche Zustinde fiir das Gesamtsystem; alle gleich

wahrscheinlich
— Wabhrscheinlichkeit unter Q(F) einer der Qp(E — Eg)-Zusténde zu finden:

Qp(E - F
wg = B(Q(E)S) — Wahrscheinlichkeit, dass S Energie Fg hat  (2.33)

o Wegen Eg << E : entwickle log(Qp(E — Eg))

2

OB o () e

log(2p(E — Es)) = log(Qp(E)) 9F

9Sp — =0 (2.35)

Sp = klog(Qp) N Olog(Qp) 1
S =] OE kT

S
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klog(ws) = klog(Qp(E — Es)) — klog((E)) (2.36)
= log(QB(E)) — ‘%g(gg(m - Es — Sgesamt(E) (2.37)
= 55(8) ~ B PBE) () (2.38)
mit -2 — L und Sp(E) = const, Sgesam: (E) = const.:
klog(ws) = const. — % (2.39)
= ws = & oxp {lo8(U(E)) - Bs} = Lexp(-fEs)  (240)
mit BOLTZMANN-Faktor exp (—3Es)
Definition 2.7.2.
(2.41)

Z =) exp|-BEs] = Z
S

Ensemble

kanonische Zustandssumme des kanonischen Ensembles GIBBS-

Definition 2.7.3. kanonische Dichtematrix

o= 3 wnln)nl = 5= 30 PP )

_ ie—ﬁHk
Zy;

Zy, = Tr[e_BH’“]

(2.42)
(2.43)

(2.44)

(c) Herleitung iiber maximale Entropie

Maximale S unter Nebenbedinungen:
o> wy,=1

e (E)=>_, Enwn

S=—k) wylog(wn) = A(Snwy — 1) — n(SpwnEyp — (E))

38



A, 1 : LAGRANGE- Multiplikatoren

;ii:—k(logwn—l—l)—)\—nE =0
= Wy, = €xXp —é—l exp[—ﬂE]
exp [—2 — 1] = const. = 7 8= %
1
wm:—-e*ﬁEn

Zy,

Sk = —kT'r[pxlog(pr)]
= —k > _(m|Spwn|n)(n|(—log(Z) — BHy) [m)

(—log(Zk) — BHy) = log(pk),  (m|n{= mn
=~k wn(—log(Z) — BEn)
=~k Y wplog(wn)

(d) Zusammenhang mit Thermodynamik

S =—k>, wylog(wy) } S =k, w,(log(Zy)+ BEy)

log (wn) = —log(Zy) — BE, = klog (Zx) + K(E)B, (E)=U
1 _ dlog (Zy,)
U=7 an Epe PEn o U 93
oS B op dlog(Zy)op 11
- <8U>V7N_k6+k“6U+k 0B ou T
Definition 2.7.4. |
= 4
f= (2.45)
Freie Energie F:
U—-TS=—kTlog(Zy)=F (2.46)
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Zusammenhang 2.7.5.

Zy, = Ze_ﬁE"

aZk _ _ﬁEn

a5 = ;Ene
8log (Zk) _ iaZk .
B Zp 98

-U

40




Energieschwankung

((AE)*) = ((E — (E))*) = (E*) — (E)® (2.47)
o _ 90 (10Z)\_ 1 [0z 192z,
o5 ~ a2 8! k)_<9B<Zk<9B) ‘z;(ag) " 7 0P
% —_(B)-Z
G =L Ele P =2, (E?)
= (E)* — (E?)
Definition 2.7.6.
2\ _ _8_U _ 28_U _ 2
(AE)?) = 3 = KT = KT*C, (2.48)

C, : spezifische Wirmekapazitit

Zusammenhang 2.7.7. relative Fluktuation der Energie
e C),~N
o U~N
(AE)?) 1

(EYy ~ VN

Die relative Fluktuation der Energie geht 0 fiir N — oco. Das mikrokanonische

— 0, fir N — oo

Ensemble und das kanonische Ensemble sind im thermodynamischen Limes
(N — o0) gleich.

Bemerkung: Falls Z; bekannt ist, konnen alle anderen Groflen ((E),F,C,...)

daraus berechnen.
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Zusammenhang 2.7.8.

Mikrokanonisches Ensemble

1 0s 3

p 0S

— = — =kNT
T av—>pV k

Kanonisches Ensemble:

Zy = Z exp (—BEp)

F = —kTlog (Z)

(e) Teilchen mit HAMILTON-Operator

Beispiel 2.7.9. Hamilton Operator:

der Atome in einem idealen Gas.

P
H=—+V(& 2.49
7 v@ (2.49)
wp=w(Z, )
w(E, p)d>x d>p = iexp -8 ﬁ—i—V(:ﬁ’) Bz d®p
’ Zk 2m
Integration iiber d3x:
1 P
= w(p)d’p Z eXp[ ﬁQm] P
4rp? P’
0 _ g
/d = w(p) Z, exp[ B2m dp
Definition 2.7.10.
Amp? P°
= — —B—d 2.50
wlp) = - exp | -6 Lo (2.50)

MAXWELL-BOLTZMANN-Verteilung, statistische Verteilung der |7]
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2.8 GroBkanonisches Ensemble

(a)
Ein Groflkanonisches Ensemble ist ein System in Kontakt mit einem Warme- und

Teilchenreservoir.

gyg* LY

Ws rw.e_\oacﬂ
ued

Vet deew res e vt =

Ziel 2.8.1. Formel fiir die Zustandssumme Z und w,

(b) Herleitung iiber maximale Entropie
Maximale S unter Nebenbedingungen:

o> wy,=1

o > wyE,=U

e >  wp,N, =N, mittlere Teilchenzahl

Verwende das Verfahren der LAGRANGE-Multiplikatoren, um die Entropie unter

Beachtung der Nebenbedingungen zu maximieren.

S = —kX,w, log(wy,) — A(Enwn — 1) — n(Spwn B, — U) — p(Zpwp Ny, — N)

= 8615” :—k(log(wm)+1)—)\—nEm—meéo
A Ey + pNi,
= Wy, = €xp [_k - 1} exp {_n%};p}
mit # = S und 7 = —fp
1
= Wm = 7 exp [—B(Em — pNm)]
G
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Zusammenhang 2.8.2. Groflkanonische Zustandssumme:

Z¢ aus anz 1
n

Zg = Z eXp (_ﬁ(En - NNn)) (2'51)

(c) Verbindung mit der Thermodynamik

log (wn) = —log (Zg) — B(Eyn — ulNp)
S

—k > wylog (wy) = klog (Zg) + kB(U — puN)

n

Zusammenhang 2.8.3.

oS _, 0log(Z¢g) 08 dlog (Zg) Op BJ; o
%%G) = 7555 = —(U = uN)
negltel = BN
1 1
—kB= == B= =
analog:
95 _p2ls(Ze) 98, Olog(Zc) Op 28 R
<<9N>V,U_k op N Tk ou ON k‘ﬁwrk:aN(U 1) kBN 5%

= —kBu < —%, w: chemisches Potential

LAGRANGE-Parameter p ist in der Tat das chemische Potential der Thermody-
namik.
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GroBkanonisches Potential

Q=QT,V,u) =U—-TS5 — uN
= —kTlog (Z¢)

Q hier nicht Q des kanonischen Ensembles (weirde Namensgebung, man kennt es).

2.9 Zusammenfassung

Angepasst nach statistische Physik-SCHWABL:

Ensemble ‘ mikrokanon. kanon. Grofikanon.

physik. Situation isoliert Energieaustausch ~ Energie- und Teilchenaustausch
Dichtematrix $6(H — E) Z%c Ce iT i - e~ (H=pN)/kT
Zustandssumme Q=Tr[0(H—-E)] Zy= Tr[e_kiT] Zg = Trle”(H-#N)/FT]
unabh. Variablen E=UVN T.V.N T.V.u
Thermodyn. Funktion S = klog (Q) F = —kTlog (Zy) Q= —kTlog(Za)
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3 ldeale Systeme

e Thermodynamische Eigenschaften aus Quantenstatistik

e keine Wechselwirkung

3.1 Spin Modell

(a) Modell

Annahme 3.1.1. N Spin—%-Teilchen, Masse m, Ladung ¢ = —e, g = 2, (e7)
im Magnetfeld.

e keine WW untereinander (betrachte nur Spin-Freiheitsgrade)

— Modell fiir mag. Eigenschaften eines Kristalls mit ungepaarten e~ pro
Atom; [ =0

o Magnetisches Moment:

g = —2ups
eh
up = ——, Bohrsches Magneton
2mc
B = Be,

D=

e Energie eines magnetischen Moments: s, = £

& =—fiB=2upBs, = +upB
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(b) kanonisches Ensemble

Z = Zexp [—BE,| Summe dber alle Konfigurationen {Sz,,Sz,,...Sz,}

N
E,= Z 2#3332,11

pn=1
= Zexp [—BZIJ,\;lQMBBSz,u]
_ Z Z exp [—B2upBsza]...exp [—2upBsz N]

1 1
sza=%x3 sz,N=%3

= (Z1)Y = Z(T, B)
mit

1
. Zif”‘p[ upBs:] = 2cosh (BupB), 6=
Sz= s

2

Wahrscheinlichkeit fiir parallele (+) oder antiparallele (-) Einstellung des Magne-

tischen Moments relativ zum Magnetfeld:

(+) [ in (4).—Richtung — s, = —%
(=) ji in (—).—Richtung — s, = +3

_ exp (£fusB)

i—m7 W++W_:]. (31)

W, > % da Spin in (—),—Richtung — Energie wird abgelenkt.
Mittlerer Spin:

1 1 _ 1lsinh(BupB) 1
(s2) = §W— + (—§)W+ = “Scosh(BupB) 2 tanh (8ppB) (3:2)

L85>

~I1a
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(c) Thermodynamik

e Freie Energie:

F(T,B,N) = —kTlog(Z) = —kTN log (2 cosh (BupB))

e Entropie:
_9F ppB
S = 57 = Nklog (2cosh (BupB)) + NkT tanh (BupB) <— T2 )
upB
= Nk [log (2cosh (BpupB)) — == tanh (BMBB)}
e Wirmekapazitit
_(OU\ _ (O(F+TS)\ . [0S
c= (o) = ("% ) =" (57)
oS
=T(=
OB <8T> B=const.
psB  upB 1 BB
- TN h h(...)—
TNk [tan (’B’MBB)(—TQ)k + T2k tanh (...) BMBBCOSh2(5/ABB) T
_ NKBupB)?
cosh?(BupB)

Nu%iB? _
SpErem B 0,7 -0

Nu% B2
kT?

— 0, T —

— Es muss ein Maximum in Cp(T') geben, bekannt als Schottky-Anomalie.

Gy

A~

e

System hat Energieliicke AE = & 4 &

— fiir kleine Temperaturen kT << A€ ET >> AE

nur wenige Anregungen moglich Spins konnen keine weitere Energie aufnehmen
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e Magnetisierung

OF
M = 3B = Nuptanh (BupB) M (intensive Grifie)
= —Nug(s.) B (extensive Grifle)
M
/{(p__-,_—_,—_,__—___
4—2(__2’)}‘@
! 5 /R
) or
g3
T
e Magnetische Suszeptibilitét
oM 1 B0 N2 1
X=5g = Vou B cosh?(BupB) kT T

X ist unabhéngig von B (CURIE-Gesetz); anstatt B — 0 geht auch 7" — oo

49



3.2 ldeales Quantengas und groBBkanonische

Zustandssumme

(a) Voraussetzungen/Annahmen

Annahme 3.2.1. N Teilchen, keine Wechselwirkung, nicht relativistische
Teilchen

X g
_ 7
SR ET

Wiirfel mit Kantenlinge L, V = L3 (period. Randbedingung)

1 i 27h
b5 = \/Vehpx D= Z (e gy )] T = W =l
= (z|p)
1-Teilchen Energie:

-9
P
P om

Spin ms nimmt 2s + 1 Werte an:

Ip) = [P)|ms)

Hierbei ist |p) der abzdhlbare Zustand (Wellenfunktion) und |p)|ms) die ge-
nauen Werte des Zustandes.

n, Besetzungszahl: Wie viele N-Teilchen sind im Zustand [p)?

Unterschiede:

Bosonen: n, =0,1,2,...

Fermionen: n, = 0,1 Pauli Prinzip
Fiir einen N-Teilchenzustand ist:
N = Z Np
p

E({ny}) = ané’p mittlere Energie
P

{np} ={ni,n9,...,Nn}

{np} : Menge der n,, d.h. die Menge der Besetzungszahlen im p-ten Zustand.
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(b) GroBkanonische Zustandssumme

Achtung: N nicht konstant!

Zg = Z exp [=B(E({ny}) — pN)] = Z exp [=f%,(Ep — p)ny]

{np} {np}
53| CIRTCIINES ) p pfeASTCE
{np} P p np=0
maz _ 00 Bosonen
P 1 Fermionen
1
Hp T—exp [—B(Ep—m)] s Bosonen
[I,1+exp[-B(&E — p)] , Fermionen

(c) GroBkanonisches Potential

Q= —kTlog (Za)

=+ kTlog (15 exp [-B(E, — 1))

Oberes Vorzeichen gilt fiir Bosonen, unteres fiir Fermionen.

(d) Mittlere Besetzungszahl des Zustands |q)

(ng) = Trlpg - ng)

PG = ZlG exp [-B(H — pN)]

=> {np}lfexp[ B(H — pN)lng{np})

{np}
_ Z{np} ng exp [—BYp(Ep — p)ny) Hp an nqexp(...)
T S B E — ] I, exp( )

0 0 lo ( z) Bosonen
= —87 lOg (Zne—xn) = _ai ) l—e— .
z a=B(Eq—11) Z | log(1+4 e *) Fermionen
1 1 . .
71 — - =n(&;) Bose-Einstein-
= ‘ 1_1 eﬁ(gqlu)_l &) L Verteilungsfunktion
G = A = n(&y) Fermi-Dirac-

Bemerkung: Bosonen: Falls © > 0 — n(&;) < 0 moglich = 1 < 0
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(e) Mittlere Teilchenzahl und Energie
o2
V=(5), = Soe
o0
E=U-= <66> => &n(&)

B _ (0log(Zg)
U=7. Zn: B exp 20U =)} = (aﬁ>ﬁu

Beachte: log(Zg) = — 592

(f) Summation — Integration

Summation iiber Zustinde p und somit iiber Spin und Impuls (¢ = 2s + 1 Summe

an Spins):

= N = 9 /d3pn(5p)

(2wh)3
2
1
’5 = 2].; d€ = —pdp
m m
__9v sz [Fae VE
= (27rh)347r\f2m /0 it e £ 1

Hierbei ist das obere Vorzeichen fiir das Fermion und das untere fiir das Boson.

Definition 3.2.2.

Fugazitat:
z=ePN (3.3)
thermische Wellenléinge:
2mh
Pa—— (3.4)
2rmkT
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N 21 [* & B
V_\/ﬂ?’/o dz o = B€ (3.5)

abh. von Temperatur numerisch l6sbar

Fiir das groBkanonische Potential

B gV 1 3 ng‘V2 &
0= i(27rh)3 3 /d plog (1 Fexp[—B(E —p)]) = fﬂ2h3ﬁ d€ VElog(1 Fexp(...))
¢im gvm3/2
CV2r2hg

PI o (2c3 53/2exp( )
e e[

29 112 [*® z3/2
=F2 - dx g Awﬁ
S F

Hier wieder oberes Vorzeichen Boson, unteres Fermion.

Quantengas
Q
o <85> _39-3py (3.6)
By 2

ideales (klassisches) Gas:

3 3
E=_NkT =_-PV
2 2

gleicher Zusammenhang zwischen Quantengas und klassisches ideales Gas.

Zusammenhang 3.2.3. Erinnerung Euler- und Gibbs-Duhen-Relation

Q=U-TS —uN
ST =U+ PV —uN
-+ Q=-PV
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(g) Zustandssumme

Definition 3.2.4. Zustandsdichte D(E)

V (o ¢]
(;T—h)g/dgp---:gV/O dED(E)

mit o
m
D)= ——VE
() V2m2h3

fﬁrEz%inBD

Allgemein:
1
D(&) = % ;5(5 = &)

d rdumliche Dimensionen d = 1,2, 3

&(p) Dispersionsrelation £(p) ~ p? oder &(p) ~ p:

1 i 1

£
2mh? 2mc2h?

3 m3/2\/E g2
Vor2hd | 272c3h3

(3.9)

E:A dE D(E) - € - n(£)

N:A d& D(E) - n(€)

Zusammenhang 3.2.5. E und N ausgedriickt durch D(&):

(3.10)

(3.11)
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3.3 Klassischer Grenzfall

- grofle Temperaturen }
=z

- starke Verdiinnung

Beispiel 3.3.1. starke Verdiinnung;:

AN o0
<<1:>/ dx }/E =>z<<1, A
14 0 ex;:i:].

1
VT

mit Entwicklung fiir kleine z:

(0.9} n (e o] n, —x (e.9]
/ dx f :/ dzxe_zz:z-/ dra"e *(1tze *F...)
0 e~ F1 Jo 1F ze 0

Aus dem Ausdruck fiir N erhélt man einen Ausdruck fiir z, — einfiigen in Formel
fir € :

22

(V2)3

N n=%1 2 e >
AP "2 g[z/ dm\/Ee—fiz?/ d:r\/Ee‘Q‘”ﬂF--l Zg[zi
0 0

v Nz +0(2%)

Auflosen nach z: 2 << 1

AN 1 /A3N)?
= Ty WL ( Vg> +0(\9)

Entwicklung von € in z:

22

\/5)5 + O(z?’)]
1 )\351
(V25 Vg

=—PV A~h Quantenkorrektur

VET
Q=—g 3 {z:l:(

= —NkT [1 ¥ + O(AG)}

chem. Potential:
z = et/FT
AN

= kTlog(z) = kT log (Vg) <0
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Bemerkung 3.3.2.

(i) Korrektur zur Zustandsgleichung von klassischen idealen Gas,
~ A~ B3

(ii) Bosonen: -Symmetrisierung — Druck verringert sich

Fermionen: antisymmetrisch — Druck steigt — Art Abstoflung
(iii) fiir Fermionen und Bosonen:

3
—B&p NN

£) ~ o—BEr Bl _
n(€) ~e e e Vg

(3.12)

MAXWELL-BOLTZMANN-Verteilung
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3.4 ldeales Fermi-Gas

Ziel 3.4.1.
e Fermi-Gas bei tiefen Temperaturen

e Modell fiir bewegliche e~ im Metall

e Beitrag der e~ zur spezifischen Wirme

(a)

nicht-relativistisch, Spin—%, Masse m, Impuls p, s, = :l:%, Teilchen-Energie &

1
") = P (B — ) 1

(b) T'= 0 : Fermi-Energie

1 fir & T=
n(&p) ﬂ) O —&) = T.ll" <# )
0 fir &> p(T

0
0)

Beachte: p = p(7T)

FERMI-See:

e alle Zustidnde unterhalb £ sind besetzt

e alle Zustande oberhalb sind frei

GC N

Y
7/
M(T=0)= £ S'P
F(ru\: —E-.Qq.‘e

o7

_
2m

(3.13)



Wegen Pauli-Prinzip ist jeder Zustand mit maximal 1 Teilchen besetzt. N ist also

fest = pr Besetzungsgrenze zwischen besetzten und unbesetzten Zusténden.

Z Z @ h / d®p  Kugelvolumen mit r = pp
=+1 [pI<pr i P<pr

2V 4,
(27Th)337TpF

N\ /3
= pr = (3510 (7))

= EF = pl
2m
Gesamtenergie:
2V P2 2V 4w p% 3
FE = dp— = — T _=N¢g
(2rh)? / Pom = @35 2m 50T
Druck:
2 2N
PV=-FE=p=_-=¢
37 T PTEver
GIBBS-DUHEM-Relation:
1
M:N(E—i—PV—TS) =&p

T=0

Definition 3.4.2. Ideales FERMI-Gas fiir 7" = 0 nennt man ,entartetes
FERMI-Gas“. ,entartet“ hat hier nichts mit quantenmechanischer Entartung

zu tun. (entartet := degeneriert)
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(c) ,,Fermi-Verteilung“

T>0,kT << &, 7 <<1

n(E) - 6(5_'“‘)/kT + 1 (314)

V(®) 5 )
:O § !
B I
, i
' {
A\
|
I
| |
| |
[ (
[ |
' (
,‘ TUQ{H> o
M = &

Fiihre £ in Vorfaktor ein [dz — [dE (aus 3.2 (f)):

1= 36;/2 /dg VEn(E) (3.15)
F
1
Q=-N—p / d€ E3%n (&) (3.16)
EF

Berechne Integral der Form:
[ / de F(E)n(E)
0
fiir tiefe Temperaturen [Sommerfeld-Entwicklung]
m o9
1= [Fae s+ [T aesE) e - ot - e

n 0o
~ [Caese)+ [ g ) ) - 0 o)

0 —00
H -
= [ defE)+1
0

Hierbei ist die Thetafunktion ©(x) = 1 fiir z < 0.

Zusammenhang 3.4.3.
fiir £ < 0 und kleine T:

n(€)~1+exp(—(n—E)/kT)~1 (3.17)
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Behauptung 3.4.4.
[n(€) — O — )] # 0 (3.18)

nur fir u~ &

Denn falls

E>pu: O(u—E&)=0=n(E) exponentiell unterdrickt
E<p: Ou—&)=1=n€)=1

Entwickle f(€) um p:

FE) = £+ F(W)(E 1)+ 35" (W)(E — ) + 3y /" (W)(E — 1) + ..

P /Z do Li - - @(m)] <f’(,u)(k:T)2x+ %f”’(u)(kT)‘*x?’ .. >

Da der erste Teil antisymmetrisch ist, fallen die geraden Potenzen aufgrund der

Symmetrie weg.

23
er+1

00 kT4 00
:2(]<:T)2f’(u)/0 dx ex:—1+2( 6) f’"(,u)/o dx +...

Der Faktor 2 ensteht aufgrund der Symmetrie des Integrals. Verwende nun:

0 :I/,Qk—l 22k+1 -1
/ dx = 7r2kBk Bernoulli-Zahlen: By = —, By = —, B3 = —
0

et —1 2%k

D=

e T 1x2 — 7t
hler.k—1—>26 undk:—2—>430

# L= / 2 [ 4 e
. /0 4E J(€) + T f T + < om (KT) £ ()

Wende auf Gleichung an:
f(&)=ve

31 ng w2 5 1 4
l=c—% |zp7° + —(kT)* s—= + O(T")
3/2
2632 (3 6 21
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Auflésen nach u:

2 2 2 2

8 &2

Analog fiir Gleichung

2 52 (KT ? .
Q=--N 1+ —(=— ™| = -P
= 5 5F[+12 <5F> +0(T%) Vv
S E=3py=3nN¢g 1+ﬁ ) 2+0(T4)
T2 T 5 F 12 \ &r
Wiarmekapazitit

OF s T Er

C,=(=—=) =—-Nk—, Tp=-X

(8T>V 2 T T Tk

Fiir tiefe Temperaturen ist der Elektronen-Beitrag zu C, ~ T

Druck: 5/3

2 R (N 72 (kT)?

— 23223 [ L 1+5—
P 5B o v e T
2_ N 72 (kT)?
==-Ep— |14+5—
P 5FV[+12 e " ]

mit erhéhtem Druck fiir T" — 0.
kl. ideales Gas: ENT

Entropie

1 1
= _(E+4 PV — uN) ~ =T?
S=S(E+ plN) ~ =

Mit der Gibbs-Duhem-Raltion folgt:

(d) Anwendung (1eV=101K)

Metall e~ im Leitungsband Ep ~ 10eV

(p,m) im Atomkern

weifle Zwerge
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gF ~ 40 MeV
Er = 1GeV?

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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3.5 ldeales Bose Gas

e Betrachte Bosonen, feste Teilchenzahl N

e Berechenbarer Phaseniibergang — Bose-Einstein-Kondensation
o Statistik: Bose (1924)

e Einstein Vorhersehung BEK (1924)

e 1995 Experiment/ 2001 Nobelpreis

(a) Bekannte Relationen

2
Bosonen, Spin 0, Masse m, 1-Teilchen Energien €, = g’—m, mittlere # Bosonen:

() = 7€) = s (3.23)

Energie und Teilchenzahl:
E=) &n(&) (3.24)
P

N=> n(&) (3.25)

Ziel 3.5.1. Berechne N und E, Diskussion fiir 7" — oo, T — 0

(b)

Erinnerung: p < 0 (sonst n(&,) < 0 £), Grundzustand & = 0

u( £p)

/L‘ A /U 2 E":O ep

e Fldachen miissen gleich sein, da N fest; To < T

= KEs muss einen Schnittpunkt geben
= pz > p1,  |p2l<|pl
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(c) berechne N

w

v . 2
o o [ dpexn (5]

j=1

mit:
a=pVj; ¢ =p%

v > ouBj 5 q2
= i 2= P / @gexp=f3 0

J=1

lasst sich das Integral bestimmen mit:

2
/d3q exp [—B;—m] = (2rmkT)%/?

V=2 V
= N = bl Z ]3? = F93/2(2) x T3/293/2(z)
j=1

Definition 3.5.2.
z = ePH (3.26)

verallgemeinerte Riemannsche Zetafunktion (auch Dirichletreihe):

g,,(z) = - (3.27)
=17

Definition 3.5.3. Thermische Wellenlénge

ot
A= (3.28)
2rmkT
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(c)

Diskussion von

v
N = Egg/z(Z) ; wobei: N = const. (3.29)

v
F%OO

g3/2(2) muss — 0 gehen
= 2= 0

= [ — —00

S

Sy]_u:§(§\ .-
22,612

> 2
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ﬁ—ﬂ)

g3/2(z) muss wachsen

g3/2(#) ist monotone Funktion, hat Maximum bei 2z = 1; (1 = 0)

= Es gibt eine Temperatur T' = T; Fiir 7' < T;. kann g3/5(2) das Abnehmen von

)\1—3 nicht mehr kompensieren kann.

T, aus
Ne V) (3.30)
T @) |
RN 2
o, = N o 3.31)
m Vo (g32(1))%
[ Definition 3.5.4. T, kritische Temperatur
(d) BOSE-EINSTEIN-Kondensation
[ Frage 3.5.5. Was passiert fiir T' < 1.7
Vv
N = Fga/z(z) (3.32)
hat keine Losung! Aber:
N = Z(np>
P
muss eine Losung haben!
= Gleichung ist falsch.
1 z .
(ng) = — oo fir T'— 0 (3.33)

6*5/‘—1:1—2

Dieser Beitrag ging verloren beim Ubergang von

Zp:—>/d3p
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p=0,p~0

1 1

<np> = B — 1 X ]?

1
éN—/d?’ﬁ-(n/p)océlw/dep2—47r/dp
p

verschwindend kleiner Beitrag fiir p ~ 0
— Grundzustand ist in Gleichung [3.32 nicht enthalten
— muss separat betrachtet werden.

Modifikation von Gleichung [3.32

v
N = No(T) + ~593/2(2)

A
Ae = NMT7)
A\ gsa(2) (T 32 g32(2)
N ( A > g32(1) N (Tc) g3/2(1)

T > T.: Ny = O(1) — kann vernachlissigt werden.
3/2
T<Tip=0-5=1-(%)

Te

e Grundzustand ist makroskopisch besetzt
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e "Kondensation” BOSE-EINSTEIN-Kondensation

e T=0;Ny=N

e Phaseniibergang bei T' = T, qualitativ anderes Verhalten des Systems

(e) Energie und spezifische Warme

E:ZE (n >:7V io:eﬁ“j/d3 p—QeX [—7])2]'
> PATRE T (21h)3 = Pom P ankr

Z—>/ ok, da & (ng) =0

[e.9]

4 0 3 p%j
= (2nh)3 ]Z(_kTaj)/d P exp =5 7]

—1

3 pj 32 1
/d P exp [_27T]{?T} = (2rmkT) T

Vv 3k > (ePryi

T2 5/2

V3
T 32

]1'7

kT'gs/2(2)

gilt auch fir T < T,

oFE 35,V |4 0z
Cy = <6T> N = iikﬁ%ﬂ( z) + kT}\395/2( z) <8T> .

(i) T <Tez=1;

15V 15 T\3/? g5/5(1
Cv=4k:)\395/2(1)=4k:N< ) 5/2(1)

v
N = ﬁgs/z(l)

i?aT (V)\1393/2( )) =0
(7). =0

952(2
g5/2(2) B gNk 5/2( )

15
= (Cy = —Nk
VT g32(z) 4 gé/g(z)
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mit:

vV N
A g3a(2)
Zusammenhang 3.5.6.
o
o
g,,(Z) = =
=17
o
271z 1
g:,(Z) = Z 1. _gl/fl(z)
—
7=1
Hohe Temperatur T' >> T,
SN
~N——0
Ty

mit
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(f) Zustandsgleichung

_2E
3V
T<Te,p=0

kT
P = ng/z(l)

oP
<av>T—°

P

unabhéingig vom Volumen

— kein Widerstand vom System bei Verkleinerung von V

e Teilchen im Grundzustand haben p'= 0

Zusammenhang 3.5.7.

B2 (N\?? o
HTo = — <V> e (3.35)
(932(1))
fithrt zu
P. = P(T,)
~ V—5/3
P oo ﬂu‘il
T, —
\
=,
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T>T,

P = ]{:\%95/2(2)

N = %93/2(2)

_ p_ NET 95/2:) =m0 NKT
4 93/2(2) 14

(g) Bemerkungen

(i) Bose Einstein Kondenstation

o0 VEAE
N~ /o S ECETES

konvergiert fiir ;4 = 0 und geht gegen 0 fiir 7" — 0

Zustandsdichte:
P2
dim =3; & = —; D(E) ~VE
2m
2 const .
dim = { } ; D(€) = { 1 } — keine BEK
L Ve

(i) BEK: makroskopische Anzahl von identischen Bosonen im Grundzustand —
BEK wird durch makroskopische Wellenfunktion beschrieben
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3.6 Photonengas

(a) Thermische Eigenschaften und Strahlungsfeld

Ziel 3.6.1. Thermische Eigenschaften und Strahlungsfeld

e Dispersion: &, = c¢|p] = hck
Spin: s = %; g = 2; ultrarelativistisch — Spin hat nur 2 FEinstel-
lungsmoglichkeiten (parallel bzw. antiparallel zu p)

e Selbst-Wechselwirkung vernachldssigbar (Photonen) < o sehr klein (be-

rechenbar)

L{"fa’
A

e Einstellung des Gleichgewichts durch Absorption und Emission von
Photonen = N ist nicht erhalten N # const.

e Es konnen Photonen mit beliebig kleiner Energie erzeugt werden
=u=0

(b) (GroB-) kanonisches Potential

aus 3.2 (f):
_ 9V 1 [ 3 _ exo(—B(E. —
Q0= @n) B /d p log [1 — exp(—B(Ep — 1))]
2V Am [ -2l P _
=g s ), ? dplog [1—e #| =

7V (KDY [ B
:7r3h3(c3 /0 z?dzlog(l —e™™)

Durch partielle Integration und geometrischer Summe erhélt man:

)4 72 4
(KT)” ——0oV . T

(he)® 45 3c

o die Stefan-Boltzmann Konstante:
w2kt

7T 60R3
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(c) Thermodynamische GroBen

e Freie Energie:

F=FE-TS=Q,dF =-5dI — pdV (3.36)
e Entropie:
oF 16

S=—|%=) =0oVT? 3.37
<8T>V 3¢” (3:37)

e Innere Energie:

4

E=F+TS= EaVT4 (3.38)

experimentell sehr gut bestétigt (Stefan-Boltzmann-Gesetz)

Bemerkung 3.6.2. Falls m, #0 =g =3
= Vorfaktor vom Stefan-Boltzmann-Gesetz wiirde sich dndern ¢, aber Stefan-
Boltzmann-Gesetz gut bestétigt = m. = 0 oder longitudinale Photonen kop-

peln nicht an Materie:

e Druck: OF A
P=— <8V)T = %O’TZL (3.39)
thermische Zustandsgleichung
¢ Wirmekapazitét:
C,=T (g);)V = 1T?UVT?’ (3.40)

Zusammenhang 3.6.3. Gibbs-Duhem-Relation

1

7 [E—~TS~PV]=0 (3.41)

1

= E = PV (rel.); E = 3PV (nicht rel.)
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(d) Planck’sches Strahlungsgesetz

e mittlere Besetzungszahl:
(3.42)

e Anzahl # besetzte Zusténde:

2 > n(g) =52

pE(Ap)3

hier fehlt kein Integral

o & =cp= hw
# besetzte Zusténde in [w,w + dw]

h 1% w? dw

3
— 2 —
2(27rh)3n(5p)47r <c> w” dw 3 oxp (kMT) —

Definition 3.6.4.

spektrale Energiedichte: u(w)= Energie pro Volumen- und Frequenz-
Einheit

= u(w) = hw-(# besetzte Zustinde in |[w,w + dw]) -ﬁ

Planck’sches Strahlungsgesetz:

h w3

e exp (37) — 1

u(w) = (3.43)
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(e) Hohlraumstrahlung (,,Schwarzer Strahler*)

e Hohlraum hat Temperatur T

e Atome emittieren / absorbieren ~y ™ 4
fauwn

e Im thermodynamischen Gleichge- / %
¢
wicht hat das Strahlungsfeld diese °
Temperatur T° /F —,

/ ct

e im Halbraum z > 0

e im Frequenzintervall [w,w + dw]

e Raumwinkel dS)

Abgestrahlte Leistung

I bezeichnet die abgestrahlte Leistung.

dQ)
dI = dwdF cosfc —
u(w)dw cos 047T

u(w)dw :  Energie pro Volumen

dF cosfc: Volumen pro Zeit

I 1 2m dQ e
:c/ / cos@/ dwu(w) = oT?
F 0 0 47 0

Wobei das Integral {iber den Raumwinkel § ergibt und das Integral iiber die spektrale
Energiedichte 0%T4 ergibt.
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(f) Schwarze Strahler in der Natur

e kosmische Hintergrundstrahlung 7' = 2,7 K < ziemlich gut

e Sonne T~ 6000 K < approximiert
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3.7 Phononen

Definition 3.7.1.

Phononen = Gitterschwingungen im Festkorper

(a) Klassische Mechanik

Lineare Kette:

Hamilton-Funktion:

m .
H=W0+;2U%+£(Un—un1)2
Up =Ty — 20 a=20 1 — a0

Wo: Potentielle Energie der Kette in der Gleichgewichtslage;

xp: Position; 22: Gleichgewichtslage; a: Gitterkonstante
e Bewegungsgleichung - Ansatz fiir u,,--- — Dispersionsrelation

e In einem 3-dimensionalen Kristall mit 1 Atom pro Einheitszelle — 3 Gitter-

schwingungen fiir jedes k

ucu.)

w(k) = 2\/Zsin (?) (3.44)
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Lineare Kette mit N Teilchen — N mogliche k-Werte — N mogliche Eigenfre-

quenzen:

e In einem 3-dimensionalen Kristall mit 1 Atom pro Einheitszelle gibt es fiir

jedes k 3 Gitterschwingungen (2z transversal, 1z longitudinal)

e s Atome pro Einheitszelle
— 3s Gitterschwingungen
— 3 ,akustische“ (w =0 fir £ = 0); 3(s — 1) ,,optische“ (w # 0 fiir k£ = 0)

e Hier 1 Atom pro Einheitszelle. Schreibe HAMILTON-Operator als Summe

iiber Eigenfrequenzen wy Frzeugungs- und Vernichtungsoperatoren.

Zusammenhang 3.7.2.

a%y)\, af 5 k= E,)\
H =Wy(V) + Zk: heor(alax + %)
mit
t

agar —ng=0,1,2...

Wy(V) ist die potentielle Energie in der Ruhelage (héngt von a ab, N - fest
= Abhéngigkeit von V)

(b) kanonische Zustandssumme

Z=Tr {e_BH} - Hiexp [—B(Wo + huwy (m + ;)}

k ng
oo
— e—BWO He—ﬁfuuk/Z Z e—Bﬁwk%
k n=0
Bl /2

— ,—BWo
- 1;[ 1 — e Bhwr

e Freie Energie:

e
F = kT log(Z) = Wo + Y =-* + kT log (1 - e—ﬁm> (3.45)
k

77



e Innere Energie:

0 (F 0 hw e Pk
E:—T2< >:(F.5):W0+Z 2k+zl_’“€75m}k (3.46)
k k

or \T ) — 0B

Des weieteren wird Ey eingefithrt mit Fg =", %

Definition 3.7.3.
Fiihre Zustandsdichte ein [y, — [ dw]

1
9w) = g% g 6(w — wg) (3.47)
mit -
/ gw)dw =1 (3.48)
0
Im 3D Gitter gibt mit N Atomen gibst es 3N Eigenfrequenzen.
o hw

-1

(c) Tiefe Temperaturen

Nur niederfrequente Phononen sind angeregt. = kleine Wellenzahlen

Definition 3.7.4.

wp,=ca-k
wpp=ct-k

¢y transversale/longitudinale Schallgeschwindigkeit

g(w) = ?%N (2‘;)3 /d3k §(w — k) + 26(w — Cyk)

Der Faktor 2 entsteht aufgrund der zwei moglichen transversalen Polarisationen.
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Durch Einsetzen folgender Relationen bekommen wir einen Term fiir die Zustands-

dichte bei tiefen Temperaturen:

1
|al

()_Vw2 1,2
I\ = N 62 cf’ c}

2

0(x)

als g(w) ~ w* wie bei Photonen. Damit ergibt sich fiir die Energie:

Vrlkt f1 2
E=Wy+Fy+ —— | =+ 271"
050 F 303 <C? +c?>

= ¢, ~T% (fir T —0) DEBYE’sches Gesetz

(d) Hohe Temperaturen

Entwicklung der Exponentialfunktion bis zur linearen Ordnung ergibt:

hw
ho/kT _ 1 _, W
e — T

= FE~W,+ E03NkT/ dw g(w) = Wy + Eg3NET
0

= (C, =3Nk DULONG-PETIT-Gesetz
= (# Freiheitsgrade) - k
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(e) Allgemeiner Fall

7~

Ziel 3.7.5. g(w) wird benétigt!

Zusammenhang 3.7.6. Mogliche Interpolationsformel:

DEBYE-Néherung:

DEBYE-Frequenz:

11 V/ /1 I 2
wd 182N\
Innere Energie:

E = Wy + Eg + 3NkTD <%)

mit

3 (% dyy?
D(x):ﬁ/o e¥y —1

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

YA

Bl Pr=m e mme e e e

Y
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