
Moderne Theoretische Physik II
(Quantenmechanik II und Statistik)

Institut für Theoretische Teilchenphysik

Prof. Dr. Matthias Steinhauser, Dr. Hantian Zhang, Manuel Egner WS 23/24 – Blatt 01
Abgabe: Mo., 30.10.2023, 11:00 Uhr; Besprechung: Di., 31.10.2023

1 (*) Harmonischer Oszillator (6 Punkte)

1. [1pt.] Geben Sie den Hamiltonoperator H0 eines harmonischen Oszillators mit Masse m
an.

Nun soll dem Problem ein Kraftfeld hinzugefügt werden, das die Kraft F auf den Massenpunkt
m ausübt. Der Hamiltonoperator ist nun gegeben über H = H0+H ′, wobei H ′ den Beitrag der
zusätzlichen Kraft beschreibt:

H = H0 +H ′ mit H ′ = −Fx.

2. [1pt.] Berechnen Sie für allgemeines l und k die Matrixelemente ⟨l|H ′|k⟩, wobei |l⟩ und |k⟩
Eigenzustände des ungestörten harmonischen Oszillators mit Hamiltonoperator H0 sind.
Drücken Sie dafür die Koordinate x durch Auf- und Absteigeoperatoren aus.

3. [2pt.] Benutzen Sie Ihr Ergebnis aus der vorherigen Aufgabe um die Korrekturen der En-
ergieniveaus und Wellenfunktion bis zu einschliesslich zweiter Ordnung in Störungstheorie
zu berechnen.

4. [2pt.] Lösen Sie das Problem exakt, indem Sie für den Hamiltonoperator H = H0 +H ′

eine quadratische Ergänzung und anschliessend eine geeignete Koorddinatentransforma-
tion durchführen. Welche Energieeigenwerte und Eigenzustände ergeben sich?

2 (*) Freies Teilchen im Heisenberg-Bild (4 Punkte)

Es sei XH(t) der Ortsoperator zur Zeit t im Heisenberg-Bild. Zeigen Sie, dass für ein freies
Teilchen mit der Masse m gilt

∆XH(0) ·∆XH(t) ≥
h̄t

2m
.

Hinweis: Für zwei Operatoren A und B gilt

∆A ·∆B ≥ 1

2
|⟨i[A,B]⟩|.

Die Zeitabhängigkeit eines Operators im Heisenberg-Bild ist gegeben durch

dOH

dt
=

1

ih̄
[OH, HH] + (∂tOS)H .

Benutzen Sie diese Relation um eine Differentialgleichung für XH(t) zu erhalten. Lösen Sie diese
für XH(t).
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3 Freies Elektron im elektrischen Feld

Wir betrachten ein Elektron in einem zeitlich konstanten elektrischen Feld ε⃗ = −εx̂ in (−x)-
Richtung, wobei ε = |ε⃗|.

1. Das Elektron soll sich in positive x-Richtung bewegen. Geben Sie den Ausdruck für die
Kraft auf das Elektron an. Wie sehen das zugehörige Potential und der Hamiltonoperator
aus?

2. Zuerst soll das stationäre Problem gelöst werden. Zeigen Sie, dass sich mit der folgenden
Variablentransformation

y =
1

leε
(x+ xE) mit xE =

E

eε
und leε =

(
2meε

h̄2

)− 1
3

das Eigenwertproblem HΨ = EΨ zu

(∂2
y + y)Ψ(y) = 0

vereinfacht.

Die Lösung für diese Differentialgleichung ist

ΨE(x) =
1√

πeεleε
Ai

(
−
x+ E

eε

leε

)

mit der Airy Funktion Ai(−x) = 1√
π

∫∞
0 dϑ cos

(
ϑ3

3 − ϑx
)
.

Eine zweite Möglichkeit, dieses Problem zu lösen, ist, das konstante elektrische Feld durch das
Vektorpotential A⃗ und das Skalarpotential φ auszudrücken. Wir wählen φ = 0, wodurch sich
das Vektorpotential über den Zusammenhang ε⃗ = −∂tA⃗ ergibt.

3. Geben Sie die Schrödinger Gleichung für ein geladenes Teilchen mit Ladung q = −e in
einem elektromagnetischen Feld an. Setzen Sie dann φ = 0, bestimmen Sie das Vektorpo-
tential über ε⃗ = −∂tA⃗ und lösen Sie die Schrödinger-Gleichung.

Hinweis: Benutzen Sie den Ansatz Ψp(x, t) = Xp(x)φp(t) für die Wellenfunktion.

Nun wollen wir die Beziehung zwischen den beiden Lösungen, ΨE(x, t) = ΨE(x) exp(− i
h̄Et)

(stationäre Lösung mit Zeitentwicklungsoperator) und Ψp(x, t) (nicht-stationäre Lösung), finden.

4. Finden Sie die Eichtransformation, die die Hamiltonoperatoren der beiden Teilaufgaben
ineinander überführt. Geben Sie die Ausdrücke für die transformierten Felder und Wellen-
funktionen, A′, φ′ and Ψ′

p(x, t), an.

5. Die beiden Lösungen Ψ′
p(x, t) und ΨE(x, t) sind beides Lösungen der zeitunabhängigen

Schrödinger-Gleichung des gleichen Hamiltonoperators, sie bilden also jeweils einen voll-
ständigen, orthogonales Satz von Basisvektoren und können dementsprechend ineinander
übergeführt werden. Zeigen Sie, dass für den Fall t = 0 folgende Beziehung gilt:

ΨE(x, 0) =

∫ ∞

−∞

dp

2πh̄
aE(p)Ψ

′
p(x, 0),

aE(p) =
1√
eε

exp

[
− ip

h̄eε

(
p2

6m
− E

)]
.
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