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1 (*) Harmonischer Oszillator (6 Punkte)

1. [Ipt.] Geben Sie den Hamiltonoperator Hy eines harmonischen Oszillators mit Masse m
an.

Nun soll dem Problem ein Kraftfeld hinzugefiigt werden, das die Kraft I’ auf den Massenpunkt
m ausiibt. Der Hamiltonoperator ist nun gegeben tiber H = Hy+ H’, wobei H' den Beitrag der
zusatzlichen Kraft beschreibt:

H=Hy+ H' mit H = —Fx.

2. [1pt.] Berechnen Sie fiir allgemeines [ und & die Matrixelemente (I|H'|k), wobei |I) und |k)
Eigenzustdnde des ungestorten harmonischen Oszillators mit Hamiltonoperator Hy sind.
Driicken Sie dafiir die Koordinate x durch Auf- und Absteigeoperatoren aus.

3. [2pt.] Benutzen Sie Ihr Ergebnis aus der vorherigen Aufgabe um die Korrekturen der En-
ergieniveaus und Wellenfunktion bis zu einschliesslich zweiter Ordnung in Stérungstheorie
zu berechnen.

4. [2pt.] Losen Sie das Problem exakt, indem Sie fiir den Hamiltonoperator H = Hy + H’
eine quadratische Ergdnzung und anschliessend eine geeignete Koorddinatentransforma-
tion durchfithren. Welche Energieeigenwerte und Eigenzustidnde ergeben sich?

2 (*) Freies Teilchen im Heisenberg-Bild (4 Punkte)

Es sei Xpy(t) der Ortsoperator zur Zeit ¢ im Heisenberg-Bild. Zeigen Sie, dass fiir ein freies
Teilchen mit der Masse m gilt

ht
AX CAXyH(E) > —.
1(0) n(t) =5
Hinweis: Fir zwei Operatoren A und B gilt

AA-AB > %|<z’[A,B])|.

Die Zeitabhéngigkeit eines Operators im Heisenberg-Bild ist gegeben durch

dOgng 1

Benutzen Sie diese Relation um eine Differentialgleichung fiir Xy(¢) zu erhalten. Losen Sie diese
fur XH (t)



3 Freies Elektron im elektrischen Feld

Wir betrachten ein Elektron in einem zeitlich konstanten elektrischen Feld & = —e# in (—x)-
Richtung, wobei € = |£].

1. Das Elektron soll sich in positive x-Richtung bewegen. Geben Sie den Ausdruck fiir die
Kraft auf das Elektron an. Wie sehen das zugehérige Potential und der Hamiltonoperator
aus?

2. Zuerst soll das stationare Problem gelost werden. Zeigen Sie, dass sich mit der folgenden
Variablentransformation

ol

1 (z+2) mit E d1 2mes\
= —(z+4+2g) mit g = — un =
Yy loe E E oe e 12

das Eigenwertproblem HVY = EV zu
(95 +y)¥(y) =0

vereinfacht.

Die Losung fiir diese Differentialgleichung ist

1 z+ £
U = —Aji|——&
5(?) vmeelee ! ( lee )

mit der Airy Funktion Ai(—z) = ﬁ Jo© dd cos <§ - ﬁm).

Eine zweite Moglichkeit, dieses Problem zu l6sen, ist, das konstante elektrische Feld durch das
Vektorpotential A und das Skalarpotential ¢ auszudriicken. Wir wéhlen ¢ = 0, wodurch sich
das Vektorpotential iiber den Zusammenhang &= —9; A ergibt.

3. Geben Sie die Schrodinger Gleichung fiir ein geladenes Teilchen mit Ladung ¢ = —e in
einem elektromagnetischen Feld an. Setzen Sie dann ¢ = 0, bestimmen Sie das Vektorpo-
tential iber €= —0, A und l6sen Sie die Schrodinger-Gleichung.

Hinweis: Benutzen Sie den Ansatz ¥,(z,t) = X, (x)ep(t) fiir die Wellenfunktion.

Nun wollen wir die Beziehung zwischen den beiden Losungen, Up(z,t) = Up(z) exp(—+ Et)
(stationdre Losung mit Zeitentwicklungsoperator) und ¥ (z,t) (nicht-stationdre Losung), finden.

4. Finden Sie die Eichtransformation, die die Hamiltonoperatoren der beiden Teilaufgaben
ineinander tiberfithrt. Geben Sie die Ausdriicke fiir die transformierten Felder und Wellen-
funktionen, A’, ¢’ and W} (z,t), an.

5. Die beiden Lésungen W) (z,t) und Wg(z,t) sind beides Losungen der zeitunabhéngigen
Schrodinger-Gleichung des gleichen Hamiltonoperators, sie bilden also jeweils einen voll-
standigen, orthogonales Satz von Basisvektoren und konnen dementsprechend ineinander
iibergefiihrt werden. Zeigen Sie, dass fiir den Fall ¢ = 0 folgende Beziehung gilt:

Ve(w.0) = [ 5T apn)) .0,



