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1 (*) Harmonischer Oszillator (6 Punkte)

1. [1pt.] Geben Sie den Hamiltonoperator Hy eines harmonischen Oszillators mit Masse m
an.

Nun soll dem Problem ein Kraftfeld hinzugefiigt werden, das die Kraft [’ auf den Massenpunkt
m ausiibt. Der Hamiltonoperator ist nun gegeben iiber H = Hy+ H’, wobei H' den Beitrag der
zusatzlichen Kraft beschreibt:

H=Hy+ H' mit H = —Fux.

2. [1pt.] Berechnen Sie fiir allgemeines [ und & die Matrixelemente (I|H'|k), wobei |I) und |k)
FEigenzustande des ungestorten harmonischen Oszillators mit Hamiltonoperator Hy sind.
Driicken Sie dafiir die Koordinate x durch Auf- und Absteigeoperatoren aus.

3. [2pt.] Benutzen Sie Thr Ergebnis aus der vorherigen Aufgabe um die Korrekturen der En-
ergieniveaus und Wellenfunktion bis zu einschliesslich zweiter Ordnung in Stérungstheorie
zu berechnen.

4. [2pt.] Losen Sie das Problem exakt, indem Sie fiir den Hamiltonoperator H = Hy + H'
eine quadratische Erginzung und anschliessend eine geeignete Koorddinatentransforma-
tion durchfithren. Welche Energieeigenwerte und Eigenzusténde ergeben sich?



e Solution ~

1. The Hamiltonian of a harmonic oscillator is given by Hy = % + %mw2q2.

2. To calculate the matrix elements, we write ¢ in terms of creation and annihilation
operators

h

T
2mw(a+a ).

q:

Therefore, H' = —F/ 51— (a + a'). We find the matrix elements as

hl R(I+1
(k|H'|l) = —Fy/ me(sk,l—l — F/ (Qmw >51<:,l+1-

3. We obtain the following results up to second order perturbation theory:

e 0™ order: Ey = (n+ 3)hw, |¥g) = |n).

e 15 order: By = (n|H'|n) =0, | V1) = ngfzp\m with p = \/mTh“’%(a —al).

e 2% order: Fy = —%, |2 ) normalized = —%(m§w2)2p2|n>. This state is obtained

by applying second order perturbation theory and normalizing the result.

4. By completing the square, we can re-write the Hamiltonan as

p? mw? F

H=2 _
om T g

F2
C2mw?’

)2

mw?

We observe, that this describes a harmonic oscillator that is shifted by go = F/mw?,
with energies shifted by —F?/2mw. Therefore the exact eigenenergies are given by

1 F?
E= S)hw— ——
(n+ 2) YT omw?
with eigenstates
ipF 1, F
W) = exp(—ipF/mhu?)ln) ~ n) = —2 ) = 5(=LPn).

2

(*) Freies Teilchen im Heisenberg-Bild (4 Punkte)

Es sei Xp(t) der Ortsoperator zur Zeit ¢ im Heisenberg-Bild. Zeigen Sie, dass fiir ein freies
Teilchen mit der Masse m gilt

ht
AX(0) - AXy(t) > —.
1(0) H()_2m

Hinweis: Fiir zwei Operatoren A und B gilt

AA-AB > %|<z‘[A,B])|.



Die Zeitabhéngigkeit eines Operators im Heisenberg-Bild ist gegeben durch

dOy 1
F = E [OH7 HH] + (8tOS)H-

Benutzen Sie diese Relation um eine Differentialgleichung fiir Xy(¢) zu erhalten. Losen Sie diese
fir Xy(t).

s Solution ~

The Hamiltonian of a free particle is H = %.

Let Xp(0) be the position operator at time ¢ = 0. Xp(t) then satisfies the following
equation:

L d ,

ih Xu(t) = [Xu(t), Hu ()] + (0 X)n = [Xu(t), H], (1)
where we used 0;X = 0 and Hy(t) = H as the Hamiltonian is independent of the time.
Plugging

Xy (t), H] = m%

into Equation (1) we get

d P
—Xyg(t) = —
dt i (1) m’
which means P
Xu(t) = b Xg(0). (2)

Note that in all the above equations P is just the momentum operator in the Schrédinger
picture, as Hy(t) = H.
We can now use Equation (2) to calculate the commutator of X (0) with X (¢):

t iht
[X3(0). X (t)] = - (X3 (0). P] + [Xir(0). X (0)] =
Using the uncertainty relation leads to,
1, ht
AXp(0) - AXp(t) > S|(ilXn(0), Xn()])] = oo
NS J
3 Freies Elektron im elektrischen Feld
Wir betrachten ein Elektron in einem zeitlich konstanten elektrischen Feld & = —e& in (—z)-

Richtung, wobei ¢ = |£].

1. Das Elektron soll sich in positive x-Richtung bewegen. Geben Sie den Ausdruck fiir die
Kraft auf das Elektron an. Wie sehen das zugehorige Potential und der Hamiltonoperator
aus?

2. Zuerst soll das stationdre Problem gelost werden. Zeigen Sie, dass sich mit der folgenden
Variablentransformation

=

1 (z+2) mit E 41 2mee\
= — (T X mit rg =— — un -
Yy les E E ce ee h2



das Eigenwertproblem HY = EV zu
(05 +)¥(y) =0

vereinfacht.

Die Losung fiir diese Differentialgleichung ist

1 . T+ %
Up(e) = A <_l>

mit der Airy Funktion Ai(—z) = % o~ dv cos (%3 - 193:).

Eine zweite Moglichkeit, dieses Problem zu losen, ist, das konstante elektrische Feld durch das
Vektorpotential A und das Skalarpotential ¢ auszudriicken. Wir wihlen ¢ = 0, wodurch sich
das Vektorpotential {iber den Zusammenhang &= —9; A ergibt.

3. Geben Sie die Schrodinger Gleichung fiir ein geladenes Teilchen mit Ladung ¢ = —e in
einem elektromagnetischen Feld an. Setzen Sie dann ¢ = 0, bestimmen Sie das Vektorpo-
tential iiber &€= —0; A und losen Sie die Schrodinger-Gleichung.

Hinweis: Benutzen Sie den Ansatz W,(z,t) = X,(x)ep(t) fiir die Wellenfunktion.

Nun wollen wir die Beziehung zwischen den beiden Lésungen, Up(z,t) = Up(z) exp(—+ Et)
(stationdre Losung mit Zeitentwicklungsoperator) und W (z, t) (nicht-stationére Losung), finden.

4. Finden Sie die Eichtransformation, die die Hamiltonoperatoren der beiden Teilaufgaben
ineinander tiberfithrt. Geben Sie die Ausdriicke fiir die transformierten Felder und Wellen-
funktionen, A’, " and W} (z,t), an.

5. Die beiden Lésungen W) (z,t) und Wg(z,t) sind beides Losungen der zeitunabhéngigen
Schrodinger-Gleichung des gleichen Hamiltonoperators, sie bilden also jeweils einen voll-
standigen, orthogonales Satz von Basisvektoren und kénnen dementsprechend ineinander
iibergefiihrt werden. Zeigen Sie, dass fiir den Fall ¢ = 0 folgende Beziehung gilt:

[eS) dp



e Solution ~

1. The force on the electron is F' = ee = —9, V. Our Potential is therefore V(z) = —ecx
and the Hamiltonian
h2 p2
H:—%aﬁ—ewj:%—esx

2. We start with the eigenvalue problem
HVUp =FEVg

1
— 82+*(I+x]3) Up=0

S5
Using the substitution given above we can calculate

1

and our equation simplifies to
(83 + y)\I/ E = 0.

3. The Hamiltonian iS
57— qA)> 7+ ect)?
H (P —qA) q (p )

H(t
2m 2m *)

with ¢ = —e, & = —%A = A = —¢t and @ = 0. We solve the time dependent
Schrodinger equation ihdyW(x,t) = HU(x,t) with the following ansatz

U, (x,t) = e%pxgop(t).
This leads to the following differential equation for ¢, ()

(p + ect)?

ih@ﬂpp (t) = om

op(t)

with the solution ¢, (t) = exp [—% fg dt’%

the so called Hougthon functions

W(x, 1) = exp [;(pw _ /Ot dt’(pz;gt,y)] .

] and therefore our total solution are




e Solution

our system

and is the solution to the Hamiltonian H’
the one from part a)

5. We start with U g(z,0)

Vp(z,0) = 1

1 BN Tt %
VTee €lee lee

11
Vee Tlee

oo T3,

— 1 1 / dl/ez [T_ﬁfia‘
Vvee 2mlee J_ oo
We now substitute p = 2

T lee

- which leads to

Up(z,0) =

/

We can define now our gauge transformed scalar field and there from the potential of
/

¢ =p-Ox=cx = V()
The wave function changes to

iq e
W), = ¥, exp [hx} = U, exp [het:c}

[t [

—etd = y = —ctx

= q¢'(x) = —eex

°
2m

— ecx, which is exactly the same as

\
4. Our Hamiltonian was H = ﬁ(ﬁ%— eA)? with A = —&t and ¢ = 0. We want our
A= A+ Vx = 0 which leads to
Vx =¢ét =




