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1 (*) Zerfall eines Tritiumkerns (5 Punkte)

Ein Tritiumkern (3H) verwandle sich durch 3-Zerfall in einem Heliumkern (*He). Berechnen Sie
die Wahrscheinlichkeit, dass ein Elektron, das sich im Grundzustand des Tritiumatoms befand,
im 2s-Zustand des Heliumatoms gefunden wird.

-~ Solution ~

Der Zerfall wird in der ”Sudden approximation” beschrieben. Der Grundzustand des Tri-
tiums sei |¥1) = |1Sspy), der 2s Zustand des Heliums sei |W3) = [2S55,). Wir koennen
die Wellenfunktion {iber den Radial- und Winkelanteil schreiben. Die Radialanteil fiir eine
beliebiger Kernladungszahl Z ist gegeben mit (siehe Schwabl, Quantenmechanik, Seite 132)
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Damit ergibt sich fiir Tritium
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Die Ubergangswahrscheinlichkeit kann berechnet werden mit
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Damit ergibt sich
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2 (*) Magnetische Resonanz (5 Punkte)

Betrachten Sie ein Spin-1/2-Teilchen in einem Magnetfeld mit konstanter Komponente in z-
Richtung und einer mit Frequenz w in der xy-Ebene rotierenden Komponente. Der Hamilton-
Operator fiir dieses System lautet:

H(t) = Ho+V(t),
Hy = woS:,
V(t) = wicos(wt)Sy + wisin(wt)Sy,

wobei S; mit ¢ = x,y, 2 die Komponenten des Spin-Operators bezeichnet.

1. [Ipt.] Bestimmen Sie den Hamilton-Operator Hj(t), der die Dynamik im Wechsel-
wirkungsbild charakterisiert.

~ Solution ~
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Durch Matrixmultiplikation erhalt man damit
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2. [2pt.] Bestimmen Sie den zeitabhangigen Erwartungswert (S)(¢) fiir den Fall w = wy.
Zum Zeitpunkt ¢t = 0 befindet sich das System im Grundzustand von Hj.



~ Solution ~

This problem is exactly solvable, hence we start with general solution. We employ the
following form of the spin operators:
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The Hamiltonian of this two-state problem takes the form

A —iwt
a0 =5 (o )

wie —Wwo

The ket state takes the two-dimensional vector form
ca(t
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where ¢4 (t) are probablity amplitudes. Now the Schrodinger equation is
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to obtain the following differential equations

Now we use

o 1(0)+ 50S(0) — Jnf () — Jer(0) = 0,
i g(0) = 3e11(0) = 5g(0) + Jung(®) = 0.

Now take second derivative in ¢ on the first diff. eq. and substitute f’(¢) and ¢'(¢)
from above, we have the second-order diff. eq.

82

1
g f O+ QI =0, with Q= 2 \/(w —wn) +wf.

Given the boundary condition |c4(0)] = 0 and |c—(0)| = 1 assuming the initial spin is
aligned on the positive direction of z-axis, we can have the following solution

f(t) = S5 sin(Q8),
W — W

g(t) = 50 0 sin(Qt) + i cos(§2t)

=,

Now we can assemble (S) = ((Sz), (Sy), (S-)) with w = wp, which yields
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3. [2pt.] Fir die allgemeine Losung der Schrodinger-Gleichung erweist es sich als vorteilhaft,
eine andere Aufteilung des Hamilton-Operators zu wahlen:

H(t) = Hy+V'(t),
H), = wS,,
V() = (wo—w)S, + V().

Im Wechselwirkungsbild lautet dann der Hamilton-Operator
VI/(t) _ ez‘H(’)t/hV/(t)e—iH(’)t/h ]

Bestimmen Sie nun den Erwartungswert (S)(¢) fiir beliebiges w, wobei sich das System
zum Zeitpunkt t = 0 wieder im Grundzustand von Hy befindet.

~ Solution ~

In this case, the differential equations in the interactive picture are
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Now we take
and again we can get the exactly the same differential equations as before. Hence the

solutions to f(t) and g(t) are the same as above again. The general solution for (S,)
is

w—wy — wi)(w — wo + wy) sin?
(5:) =~ (4cos?(qr) + Lm0 oo b))

. J

3 Harmonischer Oszillator: zeitabhangige Storung

Betrachten Sie einen eindimensionalen harmonischen Oszillator mit dem Hamiltonoperator
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der sich zum Zeitpunkt ¢t = 0 in seinem Grundzustand befindet. Dieses System sei der zeitabhéngigen
Storung
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ausgesetzt.

1. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass sich das System nach der Zeit ¢ > T im ersten
angeregten Zustand befindet, bis zur ersten Ordnung in .

2. Betrachten Sie nun den Fall w1 > 1. Zeigen Sie, dass die oben berechnete Wahrschein-
lichkeit in diesem Limit dem Wert |(¢|1))]|* entspricht, wobei |1)) dem Grundzustand
des Hamiltonoperators Hy + Az entspricht.



e Solution

Im folgenden bezeichnet |¢)) die Wellenfunktion des ungestorten System, |¢) die des
gestorten Systems. [1g) bezeichnet den Grundzustand, [i1) den ersten angeregten Zustand
usw.

1. Die Korrektur zur Wellenfunktion in erster Ordnung Storungstheorie im Wechsel-
wirkungsbild ist gegeben mit

W' (1)} = thﬁ.s/)!wm»dt’.
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FEinsetzen des Stérungsterms ergibt

A T i Hot! i Hot!
o = o [ e (28 ) e (<75 ) piopar.

Der Ortsoperator kann iiber Auf- und Absteigeoperatoren ausgedriickt werden (sieh
Aufgabenblatt 1)

Damit ergibt sich
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Dieses Integral lasst sich mit partieller Integration 16sen:
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Die Wahrscheinlichkeit, dass sich das System nach der Zeit ¢ im Zustand |t1) befindet,
ist also
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e Solution
2. Fiir den Fall wT > 1 ergibt sich fiir das Ergebnis der vorherigen Aufgabe
)\2
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Da wir nun den Grundzustand des Hamiltonoperators mit der Storung Az betrachtetn
wollen, konnen wir zur zeitunabhangigen Storungstheorie wechseln. In erster Ord-
nung zeitunabhangiger Storungstheorie lasst sich die Korrektur zum Grundzustand
bestimmen mit
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Dementsprechend ergibt sich
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was dem gesuchten Ergebnis entspricht.




