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1 Eichinvarianz

Betrachten Sie den Hamilton-Operator eines geladenen Teilchens im Magnetfeld. Zeigen Sie, dass
die Schrodinger-Gleichung invartiant ist, falls folgende Transformationen gleichzeitig durchgefiihrt
werden

A A" = A4+VA,

oot = -4,
ot

U0 = e

wobei A das Vektorpotential und ® das skalare Potential ist. ff, ® und A sind Funktionen von
7 und t. @ bezeichnet die elektrische Ladung des Teilchens.

2 (*) Lorentz-Transformation des elektromagnetischen Feldes
(4 Punkte)

(a) Leiten Sie aus dem Transformationsverhalten des Feldstéarketensors
E,=AlN] Fy

das Transformationsverhalten der Felder E und B unter einer Lorentz-Transformation entlang
der z-Achse her.

(b) Berechnen Sie die Komponenten des dualen Feldstarketensors

1
FH = 2P Fpy.

(c) Berechnen Sie die Gréflen F*F),, und F “”FW. Wie verhalten sich diese unter Lorentz-
Transformationen?

3 Levi-Civita-Tensor und Lorentz-Transformation

(a) Zeigen Sie, dass der Levi-Civita-Tensor ein Pseudotensor vierter Stufe unter Lorentz-Transfor-
mation ist, d.h. dass gilt

B — det(A) A%, ABB, AWW, A55/ @B — abByd

1



Hinweis: Zeigen Sie, dass der Ausdruck in der Mitte die Definition des Levi-Civita-Tensors
erfillt.

(b) Zeigen Sie nun, dass eaﬁwaabﬂcwd(g, wobei aq, bg, ¢y, ds Vierervektoren sind, ein Pseudoskalar
unter Lorentz-Transformationen ist.

4 (*) Klein-Gordon-Gleichung im elektromagnetischen Feld
(6 Punkte)

(a) (i) Leiten Sie die Klein-Gordon-Gleichung fiir ein geladenes, relativistisches Teilchen im elek-
tromagnetischen Feld her.

Hinweis: Benutzen Sie dazu Ihre Kenntnis der Eichinvarianz der Schrédingergleichung, siehe
Aufgabe 1. Sie miissen dazu Aufgabe 1 nicht explizit 16sen.

(ii) Zeigen Sie, dass U* ein Teilchen mit entgegengesetzter Ladung beschreibt, wobei ¥ eine
Losung der Klein-Gordon-Gleichung aus dem Aufgabenteil (a) ist.

(b)(i) Betrachten Sie nun die Klein-Gordon-Gleichung fiir ein Elektron in einem Coulomb-
Potential e®(r) = —Zahc/r, wobei a = €2 /(4meghc) ~ 1/137 die Feinstrukturkonstante bezeich-
net. Zeigen Sie mit Hilfe des Separationsansatzes U (7, t) = u(7)e "#¥/" dass die Klein-Gordon-
Gleichung auf folgende Differentialgleichung zuriickgefiihrt werden kann

(=R2PA +mPcu() = [E —e®(r)]?u(F).

(ii) Vergleichen Sie das daraus folgende Eigenwertproblem mit dem des nicht-relativistischen
Wasserstoffatoms und zeigen Sie, dass die Energieeigenwerte fiir die gebundenen Zustéande durch

ch

En,l =

(Zay? 12
(1 + (n—z—1/2+[<Z+1/2>2—(Za>2]1/2>2)

bestimmt sind. Dabei sind n und [ die Quantenzahlen, die in der Losung der Klein-Gordon-
Gleichung auftauschen. Der Vergleich liefert die Relationen zu den Quantenzahlen des nicht-
relativistischen Wasserstoffatoms.

(iii) Entwickeln Sie E,,; bis zur vierten Potenz von Za.




