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1 (*) Eichinvarianz Dirac-Gleichung (5 Punkte)

Betrachten Sie den Hamilton-Operator der Dirac-Gleichung im elektromagnetischen Feld und
zeigen Sie, dass die Dirac-Gleichung invartiant ist, falls folgende Transformationen gleichzeitig
durchgefiihrt werden

A A = A+ VA,
o = o- )

ot
U — U = Uexp(ieA/h),

wobei A4 das Vektorpotential und ® das skalare Potential ist. ff, ® und A sind Funktionen von
7 und t. (—e) ist die Ladung des Elektrons.

-~ Solution ~
We start with the Dirac equation

[co? <7Ziﬁ — eff) + Bmc® + e@} U = ih%lﬂ

and multiple from the left by the factor e and use the identity
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on both the L.Lh.s. and r.h.s. of the equation above. Then we have

[co‘f <hﬁ —eVA — eff) + Bmc® + eq)] Ay = (zhst + e%?) e A
i

ho o
= {c& (,V - eA/> + ﬁm02 + e@'} U= ihgtllfl.
i
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Ein ruhendes Z-Boson der Masse Mz = 91.1887 GeV/c? zerfalle in ein 77~ -Paar
(m,+ = 1.7771 GeV /c?).



(a) Berechnen Sie die Energie und den Impuls der Zerfallsprodukte (in GeV bzw. GeV/c ).

- Solution ~

Let p!,phandpy be the 4-momenta of the Z-Boson p/ and the Taus. We start with the
Z-Boson mass at rest, which translates to

MZc
oo 0
pl O
0

Momentum and energy conservation implies

MZc MZc/2 MZc/Q
" 0 u 0 0
Py = 0 =Py +P3 = 0 + 0 ;
0 — [Pl 171

where we chose p'|| €, w.l.o.g. The energy of the 7 is therefore given by

E, = Mzc?/2 = 45.5944GeV

and its momentum can be calculated using the energy momentum relation E? = m?2c* +

R e

1 [Myet
7l = —\/ o — mict = 45.5597GeV e
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(b) Die mittlere Lebensdauer ruhender 7-Leptonen betrigt 2.956 - 10~ 13s. Wie weit kommen die
7-Leptonen im Mittel?




e Solution

both. We can calculate the corresponding v using

E, = MZ02/2 = ym.c?

M
— v =—" =25.6566
2m.,

With v we can also calculate 8 using

1 1
VI ® Y

As a last step we have to transform to the restframe of the Z which means

Tlc v 0 0 —pBy T.c ~Trc
0 _ 0 1.0 0 0 _ 0
o || o o1 o || o | 0
z -8y 0 0 ~« 0 —~BTc

We finally find

z = ~vBTrc = 0.00227193m
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We know the lifetime of the 7 in its restframe and want to calculate the lifetime in the
restframe of the Z. We therefore need to find the Lorentz transformation to switch between

3 (*) Gamma-Matrizen (5 Punkte)

(a) Die Gamma-Matrizen geniigen der Dirac-Algebra
7,77} =2¢"1.

Sie haben in der Dirac-Darstellung folgende Form

0 __ 1 0 i 0 g
V= O -1 ’ V= —0; O ’

wobei o;, i = 1, 2,3 die Pauli Matrizen bezeichnen.
Berechnen Sie die Matrizen
1
Ouw = 5[7}17’}/V]7 MvV:07172737

in der Dirac-Darstellung.

Solution

We have for i =1,2,3

(0 0 (0 oy {0 o ok
o0=\g o) =", o) 0=, o) U=k

Ok




(b) Zeigen Sie, dass gilt

[Uuw Upw] = _2Z(gupauw — GvpOpw — JuwOvp + gywaup) .

s Solution ~
We have

(O O] = ;<[fyp, (]| = [ [%uﬁp]D

Then we can derive

[U;Wa ’Yw] = %('Yu{’}/ua ’Vw} - ’71/{’7#7 70.)} - {r)/wa ’Vu}%/ + {’Ywa ’VV}VM)
=21 (ngfy,u - g,uw'YZ/) )

where in the last line we used the identity {v,,7,} = 2¢,,. Finally we have

[UMV7 O'pw] = (_1) (gwu[’ypa ’Y;J — Juw ['va 'YV] — Gpv ['Yw: 'Yl/] + gﬂp[fYU.M 'YV})

=2 (gwugpu — GuwOpr — 9pOwy + gupawu>

o )

(c) Zeigen Sie, dass gilt

AB+BA=2A-B, A+ Ay =24",
v Ay, = =24, v ABy, =4A- B,
wobei A und B Vierervektoren sind und die Notation A = A,y verwendet wurde.

Hinweis: Fir Aufgabenteil (b) und (c) soll keine explizite Darstellung der Gamma-Matrizen
verwendet werden.

/ Solution ~
We can show that

AB+ BA=A,B {7~} =2A,B,g" =2A-B,
VA+ A=A, (fy”’y“ + 7“7”) =2A,9" = 24",
vV Ay = Ay (29" — A7) = =24,
Vv ABy, = ApBy (2777 + 29°7%) = 24,B,{77,7*} = 4A - B.

4 Rechnen mit naturlichen Einheiten

In der Teilchenphysik rechnet man in einem Einheitensystem mit A = ¢ = 1. Das bedeutet,
dass Geschwindigkeiten in Einheiten der Lichtgeschwindigkeit und Wirkungen in Einheiten des
Planckschen Wirkungsquantums dividiert durch 27 angegeben werden.



1. Welche Beziehungen folgen daraus zwischen den Einheiten Meter, Sekunde und MeV?
Hinweis: ¢ = 299792458 m/s und h = 6,582119 - 10722 MeV s.

2. Welcher Masse in Kilogramm entspricht 1 MeV?
Hinweis: 1eV =1,602176 - 10719 J.

3. Driicken Sie die inverse Pionenmasse (m, = 140 MeV) in fm(= 10~m) aus.

4. Das Z-Boson hat eine Breite von 2.50 GeV, siehe auch
https://pdg.1bl.gov/2020/1istings/rpp2020-1list-z-boson.pdf.
Wie lange ist die Lebensdauer des Z-Bosons in Sekunden?

e Solution

Loésung (i)
[L] = [¢][T] = 209792458  x 15 = 299792 458 m.
S

[E] =1s7! = [A][T] 7! = 6.582119 x 1072 MeV.

Loésung (ii)

MeV 10° x 1.602176 x 10719 Js?

=178 x 107"k
2 (209792458)2  m2 . &

Losung (iii)

1 1
140MeV  140MeV

x 6.582119 x 102> MeV s x 299 792458m/s = 1.41 fm

Losung (iv)

h  6.582119 x 10722MeV s 9
= — = - 2 1 —-25 .
77T 2.50 GeV 03> 1075




