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1 Gyromagnetischer Faktor des Protons

Um ein Proton zu beschreiben, muss die Dirac-Gleichung in Anwesenheit eines magnetischen
Feldes um den Term (kpe/4mp)o,, F*'¥ erweitert werden. F* ist der Feldstdrketensor und
Ouv = [V, 7v]/2. Bestimmen Sie k, so, dass der gemessene Wert des gyromagnetischen Faktors
des Protons, g, = 5.59 reproduziert wird.

Hinweis: Betrachten Sie dabei ein schwaches homogenes Magnetfeld mit dem Vektorpotential

A=1BxT



e Solution

Wie in der Aufgabenstellung gefordert betrachten wir die Dirac-Gleichung mit dem
zusatzlich gegebenen Term:

(ih@t —ed + f:;am,FW> U= (cd’- (fihﬁ — E/Y) + ﬁmcz) \\J

Analog zur Vorlesung (und der Aufgabestellung in Aufgabe 4) bechreiben wir ¥ {iber die
zweikomponentigen Spinoren ¢,y und finden im nichtrelativistischen Limit die Beziehung

o3 - (ﬁ— q/T)

X = 2mc?

®.

Einsetzen dieser Relation in die Differentialgleichung von ¢ liefert

N2
p— %A> eh = kye
hdyp = ( - 7B+ ed— L0, F"
mneee 2m ome’ P Te 4mpJW &
wobei (G- @)(G - 7) = 72— eh/cd - B mit @ = p— e/cA (folgt aus Eigenschaften der

Pauli-Matrizen, siehe z. Bsp. Schwabl QM2 oder Vorlesung). Unter Verwendung des
Hinweises, dass das Magnetfeld schwach sein soll und unter Verwendeung der Coulomb-
Eichung (VA = 0) erhalten wir fiir den ersten Term

Im néchsten Schritt betrachten wir den zusétzlich hinzigefiigten Operator. Wir wahlen
B||é, wodurch wir

FH =

o O O O
o O O o

erhalten. Ausserdem verwenden wir

o 0
9ij = €ijk { o

und erhalten damit fiir das oben gegebene F*

0 F* = 2013B3 = 45 - B (1)
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e Solution ~
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Mit der Vorgabe (2 + 2k,) = 5.59 ergbit sich k, = 1.795
N )

2 (*) Stromerhaltung (4 Punkte)

U sei eine Losung der Dirac-Gleichung fiir ein Teilchen der Masse m und Ladung ¢ in einem
aufleren elektromagnetischen Feld

h“(iau - un) —m]¥=0.

(a) Welcher Gleichung geniigt ¥?

-~ Solution ~
Im Folgenden wird 2 = ¢ = 1 gesetzt.

In einem ersten Schritt bbilden wir das hermitesch konjugierte der Dirac-Gleichung
(000 — ) = m]0)! = W14, — g,) -
Durch Multiplikation mit 4° von rechts ergibt sich
Tv“(igu —qA,) —m]'° = [, Uiy — gA, UiyrTa0 — muia0]
= [0, ¥y" — qA,¥" — mY]
=10, Uy" 4+ qA,Uy" + m¥ =0

N J
(b) Zeigen Sie, dass der Dirac-Strom j* = U~*¥ erhalten ist.




e Solution ~

Wir multiplizieren die in der Aufgabenstellung gegebene Dirac-Gleichung von links mit ¥
iU (0,0) — qAIAHT — mUTT = 0

und das Ergebnis aus der vorherigen Aufgabe mit ¥ von rechts:
10, 0)Y*W + g A, UAHT + mUT = 0

Diese beiden Gleichungen addieren wir und erhalten damit

i (U (0,7) + (0,0 ¥) = id), (UH* W) =0
- J
(c) Zeigen Sie, dass die Losungen der Dirac-Gleichung fiir ein freies Teilchen auch die Klein-
Gordon-Gleichung (00 + m?)¥ = 0 erfiillen.

s Solution ~
Wir betrachten

(iv"0, — m)[iy" 0y — m]¥ =0
= [i%”v“&,@# —2min*'0, + mQ]\II
Den ersten Term konnen wir vereinfachen tiber

@fﬁ = ’YV’Y“&/%
= (2¢"" —4"~")0,0,
=20- 3¢

ersetzen. Der zweite Term kann tiber das Einsetzen der Dirac-Gleichung umgeschrieben
werden:

—2min"9, ¥ = —2m>V.

Somit ergibt sich

O+4+m|¥=0
- J
(d) Zeigen Sie, dass die Losungen der Dirac-Gleichung in Anwesenheit eines elektromagnetischen
Feldes folgender Gleichung

1
(O +iqA,) (0" + iqgA) + §qa)‘“F)\# + m2]\IJ =0

gentigt, wobei F), der Feldstéarke-Tensor ist.
Hinweis: Uberzeugen Sie sich davon, dass (7°)T = ~°, sowie (v¥)T = —4* (k = 1,2, 3) gilt.



e Solution ~

Wir definieren D* = 9 + igA* und koénnen damit die Dirac-Gleichung schreiben als
(ilp —m) ¥ = 0;
Wir multiplizieren von links mit (—iI) — m) und erhalten damit
(P +m?) ¥ = 0.

Unter Ausnutzung der Relation fiir die Gamma-Matrizen y#~¥ = g"*" — ioc"” kénnen wir
diese Gleichung umschreiben und erhalten:

(D?* —ic" DD, +m?) ¥ = 0.
Betrachten wir den mittleren Term dieser Gleichung genauer erhalten wir
—ioc" D, D,V = qo"” (0, A, + Au0,) ¥ = qo"” (0,A,) V.

Hierbei wurde im ersten Schritt verwendet, dass das Produkt eines symmetrischen mit
einem antisymmetrischen tensor 0 ist und im dritten Schritt, dass o A,0,, = —0"*A,0,, =
—ot A,0,. Wir ersetzen nun

1 1
o (0,A,) ¥ = 5(7’“”’ (OuAy — 0, A,V = ia’wF#V\I/

und erhalten damit die gewiinschte Gleichung.

- J

3 (*) Dirac-Spinoren und raumliche Drehnungen (3 Punkte)

D, sei die dreidimensionale Drehmatrix fiir die Drehung um den Winkel ¢ um die z-Achse und
Sr die entsprechende Drehung der Spinoren.
(a) Zeigen Sie, dass die Transformationsmatrix Sg in folgender Form geschrieben werden kann

Sk = cos (g) + 4019 sin <§> .



e Solution
Es gilt

Sk = exp <;¢012) ;

mit
i 4
012 =5 [v1,72] = im72,
2
0'12 = 1

Wir entwickeln Sr und erhalten dabei

2 ; 3 4
SR:I—H'(;)) 012—;<$> (012)2—;(;)) (012)3+i!((§> (012)4+...

= cos (;b) + 20192 sin <q2§>

(b) Zeigen Sie durch explizite Rechnung, dass gilt 5’;217]-5 r = (D.)jii-



e Solution ~
Fur D, gilt

cos® sin® 0
D,=]| —sin® cos® 0
0 0 1

Benutzen des Ergebnisses aus der ersten Teilaufgabe liefert

SglijR = cos® (2) v + 1[4, 012] cos <<£> sin <§> + sin? (;b) 0127012

Wir haben oben gezeigt, dass 012 = iy172. Damit ergibt sich i [v;,012] = —(gj172 — gj27)
und somit fiir den letzte Term

o127i012 = 012 ([75, 012] + 012775)
=+ 2(gj1m + gj272)

Wir betrachten nun die drei unterschiedlichen Moglichkeiten fiir j und erhalten fiir j = 1:
Sp'mSr=m <1 + 2sin? <q25>> + Y2 sin (¢) = 1 cos (¢) + vz sin (o) .

flir j = 2:
Sp'72SR = 72 <1 + 2sin? <(§>> — 18in (¢p) = 2 cos (¢) — 1 sin (@) .

fir j = 3:

Sk 3SR = 3.

Das ist genau das was wir erwartet haben.

4 (*) Pauli-Gleichung und Spin-Bahn-Kopplung (3 Punkte)

Um die Pauli-Gleichung aus der Dirac-Gleichung abzuleiten wird diese im nichtrelativistischen
Limes betrachtet. Dabei erhélt man die Gleichung

mi(i>=c5-(ﬁ—qﬁ)(’;>+qc1><§>—2m02<2) 2)

mit den zweikomponentigen Spinoren ¢ und y. Um die Puli-Gleichung zu erhalten kann nun die
untere Komponente dieser Gleichung fiir [ihd;x|, [¢®x| < |mc?x| betrachtet werden, was dem
nicht-relativistischen Limes entspricht. Diese Annahme fiihrt zu folgender Beziehung zwischen
o und y

X = 2mc2 2mc?’ 2mc?

CE' ﬁ*q/i’ ha CI)
( >(p—|—0<Z X q ) 3)



die in die obere Komponente von Gleichung (2) eingesetzt werden kann (siehe Vorlesung).

(a) Leiten Sie eine Relation zwischen ¢ und x analog zu Gleichung (3) her. Beriicksichtigen
g ) Nehmen Sie dafiir wie oben |ihdpx| <

2mc?

Sie hierbei zusétzlich Terme in erster Ordnung O (

|mc?x| an und entwickeln Sie den resultierenden Ausdruck fiir y in %.

/- Solution ~

0 ~
ihax =c0 - (]5’— qA) 0+ qPx — 2mc3y.

1 q® = ihOyx q>®?
I (=) oo (10 ¥
X7 ome ( * 2mc2> cd-\P-qd)e+O <2mc2 4m?2ct

- J

(b) Setzen Sie den in Teilaufgabe (a) gefundenen Ausdruck fiir y in die obere Komponente von
Gleichung (2) ein. Hierbei tritt ein Term der Form

g-pe(r)a-p
auf. Formen Sie diesen Term um, indem Sie den Impulsoperator nach rechts durchkommutieren
und die entstehenden Ausdriicke vereinfachen. Beachten Sie, dass der Impulsoperator p die
rdumliche Ableitung enthélt. Wie lautet die resultierende Gleichung fiir ?

e Solution ~

und

ergibt sich fir die Differentialgleichung

. 8 ﬁ2 e . = = N - _ )
Wobei im zweiten Schritt verwendet wurde, dass dieser Term auf ¢ wirkt und de-
mentsprechend eine Produktregel angewendet werden muss.

o J

(¢) Wir betrachten nun den Fall ¢ = —e, ® = ®(r) und A = 0, was beispielsweise cinem



Elektron im Wasserstoffatom entspricht. Identifizieren Sie in ihrem Ergebnis aus der vorherigen
Teilaufgabe den Drehimpulsoperator. Wie sieht der Term des Hamiltonoperators aus, der diesen
Operator enthélt? Was bedeutet dieser Term physikalisch?

s Solution

~

Das Potential hédngt nur von r ab, somit gilt

- de(r) ., 1 /dd)\
Vo(r) = df")erzr(m")T'

Damit lasst sich (¢ - p)®(r)(7 - p) schreiben tiber

B Lo R (dDN L L R (d®\ . -
(@-p)®(r)(d-p) = r<dr>r'p+r<dr>a L+ &p~.

Der hierbei interessante Term im Hamiltonoperator ist

e h/do - e do\ - -
- "=\ L=——— (21§
4m2e? r (dr) 7 2m?2c?r <d7‘> S

Er fiithrt zur Aufhebung der Entartung der Energieniveaus mit gleicher Quantenzahl n und
unterschiedlicher Quantenzahl [ im Wasserstoffatom.

- J




